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Einleitung

Zahlreiche Probleme in den Natur- und Ingenieurwissenschaften, in der Ökonomie und
Medizin werden als nichtlineare mathematische Aufgaben formuliert. Als Beispiel seien
genannt:

• in der Festkörpermechanik: Deformation elastischer Körper, Kontakt- und Bruchpro-
bleme, Verhalten von elasto-plastischen und plastischen Materialien;

• in der Strömungsmechanik: Flüsse um Hindernisse, Schockwellen in Gasen, Bewe-
gung viskoser Fluide, Turbulenzen, Oberflächenwellen;

• in der Chemie, Physik und Biologie: nichtlineare Evolutionsgleichungen, Schmelz-
prozesse, chemische Reaktionen, Wärmeausbreitung, Verhalten von elastischen und
magnetischen Feldern, Prozesse in Kernreaktoren, Diffusionsprozesse, dynamische
Systeme;

• in der Ökonomie: Optimierungsprobleme, inverse Probleme.

In vielen Fällen führt die mathematische Modellierung auf nichtlineare Differential- und
Integralgleichungen, auf die Minimierung nichtlinearer Funktionale oder auf Variationsun-
gleichungen.

Wir untersuchen nichtlineare Operatorgleichungen im Rahmen der Funktionalanalysis:

Ax = y, A : X → Y .

Hierbei sindX und Y topologische Räume, z.B. können sie Teilmengen von Banachräumen
sein. Die abstraktenMethoden der Funktionalanalysis führen zuAussagen über die Lösbar-
keit, Existenz und Eindeutigkeit, zu Abschätzungen und zur Charakterisierung des Verhal-
tens der Lösungen.

Es werden folgende Schwerpunkte gesetzt:

• Fixpunktsätze (z.B. Banach, Brouwer, Schauder) und Anwendungen

• Monotone und pseudomonotone Operatoren mit Anwendungen

• Maximal monotone Operatoren und Variationsungleichungen

• Zeitabhängige Probleme

Als Literatur wird empfohlen: [6], [10].





Kapitel 1

Fixpunktsätze

In diesem Kapitel gehen wir auf eine der wichtigsten Methoden zur Behandlung nicht-
linearer Probleme ein: die Formulierung als Fixpunktgleichung und Anwenden von Fix-
punktsätzen.
Es sei

T : M ⊂ X → M

eine
”
Selbstabbildung“ einer Teilmenge eines metrischen, normierten oder topologischen

Raumes X in sich. Die Gleichung

Tx = x

heißt Fixpunktgleichung, jede Lösung xwird Fixpunkt genannt.
Nicht jede Abbildung besitzt einen Fixpunkt. Man betrachte z.B. die Translation

Tx = x+ x0, x0 6= 0 .

Wir demonstrieren an Beispielen, wie nichtlineare Probleme auf die Lösung von Fixpunkt-
gleichungen zurückgeführt werden können

(i) Bestimmung des Kerns (Nullraumes) einer Abbildung

Ax = 0 .

Diese Gleichung kann in äquivalente Fixpunktgleichungen überführt werden

Tx = x±Ax = x

Tx = x± λAx = x, 0 6= λ ∈ R, (lineare Relaxation)

Tx = x− λF (Ax) = x, 0 6= λ ∈ R, F (Ax) = 0 ⇔ Ax = 0

(nichtlineare Relaxation)

Tx = x− (A′(x))−1Ax = x,

vorausgesetzt (A′(x))−1 existiert, Newton-Verfahren

(ii) Anfangswertprobleme für gewöhnliche Differentialgleichungen 1.Ordnung

x′(t) = f(t, x(t))

x(0) = x0 ,

9



10 KAPITEL 1. FIXPUNKTSÄTZE

wobei f eine Abbildung

f : Q ⊆ R ×X → X

ist. Das Anfangswertproblemkann als äquivalente Integralgleichung geschriebenwer-
den:

x(t) = x0 +

t∫

0

f(s, x(s)) ds = Tx(t) .

(iii) Dirichletproblem für eine nichtlineare Poissongleichung:

−∆u = f(u) inΩ ,
u = 0 auf ∂Ω .

Formal kann dieses Problem als Fixpunktgleichung mit Hilfe des inversen Operators
(∆)−1 geschrieben werden:

u = (−∆)−1f(u) = Tu .

1.1 Banachscher Fixpunktsatz

Der Banachsche Fixpunktsatz garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten.
Der Beweis ist konstruktiv, da ein Iterationsverfahren benutzt wird, das zu numerischen
Berechnungen von Näherungslösungen mit entsprechenden a-priori und a-posteriori Feh-
lerabschätzungen führt. Er wird zumeist in der Analysis benutzt, um den Satz von Picard-
Lindelöf über die eindeutige Lösbarkeit von Anfangswertproblemen für gewöhnliche Dif-
ferentialgleichungen zu beweisen.

Wir formulieren den Banachschen Fixpunktsatz in metrischen Räumen X mit der Metrik
̺ : X ×X → R

+ ∪ {0}. Wir beginnen mit folgender Definition:

Definition 1 Es sei T : M ⊆ X → X , wobei X ein metrischer Raum ist.

• T ist k-kontrahierend, falls

̺(Tx, T y) ≤ k̺(x, y) (1.1)

∀x, y ∈M und für ein festes k, 0 ≤ k < 1, ist.

• T ist kontrahierend, falls

̺(Tx, T y) < ̺(x, y) ∀x, y ∈M, x 6= y .

• T ist nicht expandierend, falls

̺(Tx, T y) ≤ ̺(x, y) ∀x, y ∈M (d.h. k = 1).

• T ist Lipschitz-stetig, falls

̺(Tx, T y) ≤ k̺(x, y) ∀x, y ∈M

und für ein k mit 0 ≤ k <∞ ist.
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Bemerkungen:

Es gilt: k-kontrahierend ⇒ kontrahierend ⇒ nicht expandierend ⇒ Lipschitz-stetig.

Ist X ein normierter Raum und T eine lineare und stetige Abbildung, dann ist T stets
Lipschitz-stetig mit k = ‖T ‖.

Satz 1 (Banachscher Fixpunktsatz, 1922)
Es sei

• M eine abgeschlossene, nichtleere Menge in einem vollständigen metrischen Raum X .

• T : M ⊆ X →M

• T ist k-kontrahierend

Dann gilt

• Eindeutigkeit: x = Tx besitzt genau eine Lösung x ∈M .

• Konvergenz: die Folge (xn = Txn−1) konvergiert gegen den Fixpunkt x für einen beliebigen
Anfangspunkt x0 ∈M .

• Fehlerabschätzung a-priori: für n = 0, 1, 2, . . . :

ρ(xn, x) ≤ kn(1 − k)−1ρ(x0, x1)

• Fehlerabschätzung a-posteriori:

ρ(xn+1, x) ≤ k(1 − k)−1ρ(xn, xn+1)

• Konvergenzgeschwindigkeit: für n = 0, 1, 2, . . . gilt ρ(xn+1, x) ≤ kρ(xn, x) .

Beweis:

1.Schritt:Wir zeigen (xn = Txn−1) ist eine Cauchy-Folge, xn → x und Tx = x.

ρ(xn, xn+1) = ρ(Txn−1, Txn)

≤ kρ(xn−1, xn)

≤ k2ρ(xn−2, xn−1)

...

≤ knρ(x0, x1) .

Die Dreiecksungleichung liefert für ein beliebiges ε > 0

ρ(xn, xn+m) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + · · · + ρ(xn+m−1, xn+m)

≤ (kn + kn+1 + · · · + kn+m−1)ρ(x0, x1)

≤ kn(1 − k)−1ρ(x0, x1) < ε

für genügend großes n. Da M abgeschlossen ist, konvergiert die Folge (xn = Txn−1) zu
einem Grenzwert x ∈M . Für diesen Grenzwert gilt:

ρ(x, Tx) ≤ ρ(x, xn+1) + ρ(xn+1, Tx) = ρ(x, xn+1) + ρ(Txn, Tx)

(1.1)
< ρ(x, xn+1) + ρ(x, xn) < 2ε für genügend großesn .

Damit ist x = Tx.
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2.Schritt: a-priori und a-posteriori Abschätzungen

ρ(xn, x) ≤ ρ(xn, xn+m) + ρ(xn+m, x)

< kn(1 − k)−1ρ(x0, x1) + ε für genügend großesm.

Daraus folgt

ρ(xn, x) ≤ kn(1 − k)−1ρ(x0, x1) fürm→ ∞ .

Für x0 = xn erhalten wir

ρ(xn+1, x) ≤ k(1 − k)−1ρ(xn, xn+1) .

Außerdem ist

ρ(xn+1, x) = ρ(Txn, Tx) ≤ kρ(xn, x) .

3.Schritt: Eindeutigkeit
Es sei

x = Txund y = Ty .

Dann ist

ρ(x, y) = ρ(Tx, T y) ≤ kρ(x, y) < ρ(x, y) fürx 6= y ,

was nicht sein kann.

Bemerkung:

Alle Voraussetzungen des Satzes 1 sind wesentlich, d.h. falls eine Voraussetzung verletzt
wird, braucht kein Fixpunkt inM zu existieren (Übung).

Um weitere Versionen des Banachschen Fixpunktsatzes formulieren zu können, wiederho-
len wir den Begriff der Kompaktheit.

Definition 2 SeiX ein metrischer Raum.M ⊂ X heißt kompakt, wenn jede Folge eine Teilfolge
enthält, die zu einem bestimmten Element der Menge M konvergiert. M ist relativ kompakt, falls
die AbschließungM kompakt ist.

Bemerkungen:

(i) Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist beschränkt und abgeschlos-
sen. In endlichdimensionalen normierten Räumen sind diese Eigenschaften notwen-
dig und hinreichend für die Kompaktheit.

(ii) Eine stetige Abbildung F : M ⊂ X → R, wobeiM kompakt ist, nimmt ihr Extremum
aufM an.

Satz 2 Es sei T eine kontrahierende Abbildung, die eine abgeschlossene TeilmengeM eines vollständi-
gen metrischen Raumes X in sich abbildet. Das Bild T (M) = M0 ⊂ M sei relativ kompakt. Dann
besitzt T genau einen Fixpunkt inM0 ⊂M .
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Beweis:

Wir betrachten den Ausdruck ρ(x, Tx) = F (x) als Abbildung vonM0 in R. Da ρ und T ste-
tige Abbildungen sind, ist auch F stetig und nimmt daher ihr Minimum aufM0 (kompakte
Menge) an. Sei ρ(x0, Tx0) = minx∈M0

ρ(x, Tx). Wir zeigen indirekt, dass x0 ein Fixpunkt
ist.
Sei ρ(x0, Tx0) > 0, d.h. x0 6= Tx0. Da T kontrahierend ist, gilt:

ρ(Tx0, T
2x0) < ρ(x0, Tx0) .

Da Tx0 ∈ M0 ⊂ M0 ist, wäre Tx0 Minimum von F (x) in M0 und nicht x0. Aus diesem
Widerspruch folgt, dass x0 = Tx0 ist.
Wir zeigen die Eindeutigkeit:
Wir nehmen an, es gäbe ein weiteres y0, y0 6= x0, mit Ty0 = y0. Dies führt auf

ρ(x0, y0) = ρ(Tx0, T y0) < ρ(x0, y0)

und damit zumWiderspruch.

Eine weitere Variante von Satz 2 ist folgender:

Satz 3 Es sei T eine kontrahierende Abbildung, die einen kompakten, metrischen RaumM in sich
abbildet. Dann besitzt T genau einen Fixpunkt x ∈M , der Grenzwert einer Folge xn = Txn−1 für
einen beliebigen Startwert x0 ∈M ist.

x∗ Tx∗U

V

Abbildung 1.1: Disjunkte Umgebungen

Beweis:

Die Elemente xn = T nx0 befinden sich in der kompakten Menge M . Daher existiert eine
konvergente Teilfolge (T nix0)i, deren Grenzwert wir mit x∗ bezeichnen. Da T eine stetige
Abbildung ist, konvergiert die Bildfolge (T ni+1x0)i zum Grenzwert Tx∗.
Wir zeigen, dass x∗ Fixpunkt von T ist, also x∗ = Tx∗. Wir nehmen indirekt an, dass
x∗ 6= Tx∗ sei. Folglich existieren abgeschlossene disjunkte Umgebungen U von x∗ und V
von Tx∗ inM (siehe Abbildung 1.1).

Die Produktmenge U × V ist kompakt und daher nimmt die Abbildung

d(u, v) =
ρ(Tu, T v)

ρ(u, v)

ihr Maximum auf U × V an. Wegen der Kontraktionseigenschaft erhalten wir

ρ(Tu, T v) ≤ k0ρ(u, v), ∀u, v ∈ U × V ,

wobei k0 = maxu,v∈U×V d(u, v) < 1 ist. Wir wählen nun einen Index i0 so, dass T nix0 ∈ U

und T ni+1x0 ∈ V für alle i ≥ i0 ist. Es gilt für j > i0, dass

ρ(T njx0, T
nj+1x0) ≤ · · · ≤ k

j−i0
0 ρ(T ni0x0, T

ni0+1x0)
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ist, und daher erhalten wir

lim
j→∞

ρ(T njx0, T
nj+1x0) = ρ(x∗, Tx∗) = 0 . (Widerspruch)

Wir zeigen, dass der Fixpunkt x∗ auch Grenzelement der Ausgangsfolge T nx0 ist. Ist n
genügend groß, so können wir n = ni + j schreiben. Damit wird

ρ(x∗, T nx0) = ρ(x∗, T ni+jx0) = ρ(T jx∗, T ni+jx0)

< ρ(x∗, T nix0) < ε .

Folglich ist

lim
n→∞

ρ(x∗, T nx0) = 0 .

Anwendungen

Wir sehen uns jetzt Anwendungen des Banachschen Fixpunktsatzes an. Zunächst betrach-
ten wir

Iterationsmethoden zur Lösung linearer Operatorgleichungen.

Sei A : X → X ein linearer stetiger Operator mit Ax = b, der einen Banachraum X in sich
abbildet. Durch Einführung des Operators B = I −A erhalten wir die Fixpunktgleichung

Bx+ b = Tx = x ,

die äquivalent zu Ax = b ist.
Da

‖Tx− Ty‖ = ‖Bx−By‖ ≤ ‖B‖‖x− y‖

erhalten wir sofort: Ist ‖B‖ = ‖I − A‖ < 1 dann existiert eine eindeutige Lösung. Etwas
genauere Aussagen erhält man mit Hilfe des Spektralradius von B:

r(B) := lim
n→∞

n
√

‖Bn‖ .

Der Banachsche Fixpunktsatz lautet dann

Satz 4 Sei B = I −A ein linearer stetiger Operator, der einen BanachraumX in sich abbildet.

a) Falls r(B) < 1 ist, dann konvergiert die Folge

xn = Bxn−1 + b

für jedes b ∈ X und für ein beliebiges Anfangselement x0 ∈ X zu einer eindeutig bestimmten
Lösung von

Bx+ b = x .

b) Falls r(B) > 1 ist, dann existiert ein Element b ∈ X , so dass die Folge (xn) mit dem An-
fangselement x0 = 0 divergiert.
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Beweis von a):

Zunächst zeigt man, dass (xn) eine Cauchy-Folge ist. Die Elemente der Folge lauten:

x0 beliebig

x1 = b +Bx0

x2 = b +Bb+B2x0

...

xn = b +Bb+ · · · +Bn−1b +Bnx0

xn+1 = b +Bb+ · · · +Bn−1b +Bnx1

...

Damit erhalten wir, dass

ρ(xn, xn+1) = ‖xn − Txn‖ = ‖Bnx0 − Bnx1‖

≤ ‖Bn‖‖x0 − x1‖ ,

und

ρ(xn, xm) ≤ (‖Bn‖ + · · · + ‖Bm−1‖)‖x0 − x1‖ fürm > n

ist. Die Zahlenreihe
∑∞

n=0‖B
n‖ konvergiert, falls

lim
n→∞

n
√

‖Bn‖ = r(B) < 1 .

Bezeichnen wir mit Sm =
∑m

n=0‖B
n‖ die Partialsumme, dann ist

ρ(xn, xm) ≤ (Sm−1 − Sn−1)‖x0 − x1‖ < ε fürm > n > n0(ε) ,

und (xn)n ist Cauchy-Folge mit dem Grenzwert x∗.
Wir zeigen, dass x∗ Fixpunkt von T ist:

ρ(x∗, Tx∗) ≤ ρ(x∗, xn+1) + ρ(xn+1, Tx
∗) = ρ(x∗, xn+1) + ρ(Txn, Tx

∗)

< ε+ ‖B(xn − x∗)‖ ≤ ε+ ‖B‖‖xn − x∗‖ < (1 + ‖B‖)ε = ε̃

für genügend großes n.
Wir zeigen nun indirekt, dass der Fixpunkt eindeutig bestimmt ist.

Sei x = Tx und Ty = y, x 6= y. Da limn→∞
n
√

‖Bn‖ < 1 ist, existiert ein n0 so dass
‖Bn0‖ < 1. Für dieses n0 gilt

‖x− y‖ = ‖T n0x− T n0y‖ = ‖Bn0(x− y)‖ ≤ ‖Bn0‖‖x− y‖ < ‖x− y‖ fürn > n0 .

(Widerspruch!)

Der Beweis von b)wird als Übung empfohlen. Hinweis: Man nutze das Prinzip der gleichmäßi-
gen Beschränktheit.
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Ein semilineares Problem

Gesucht ist eine skalare Funktion u, die in einem beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rn definiert ist,
so dass

−µ∆u = f(u) inΩ
u = 0 auf ∂Ω .

(1.2)

Der Parameter µ sei eine positive reelle Zahl. Die schwache Formulierung von (1.2) lautet:

Finde ein u ∈
◦

W 1,2(Ω) = V , so dass

a(u, v) = µ

∫

∇u∇v dx = 〈f(u), v〉 ∀v ∈ V . (1.3)

Hier ist f : V → V ′.
Wir führen die MengeM ein:

M = {u ∈ V : ‖u‖V ≤ R} ,

wobei R eine positive reelle Zahl ist. Wir nehmen an, dass

‖f(u1) − f(u2)‖V ′ ≤ cf‖u1 − u2‖V (1.4)

für alle u1, u2 ∈M . Die Konstante cf sei beschränkt durch die Konstante α aus der Unglei-
chung

a(u, u) ≥ α‖u‖2
V ∀u ∈ V ,

genauer,

cf ≤ α− δ , (1.5)

wobei δ eine kleine positive Zahl ist. Weiterhin sei f folgendermaßen beschränkt aufM

‖f(u)‖V ′ ≤ αR ∀u ∈M . (1.6)

Wir linearisieren (1.3) im Punkt u0 ∈M :

a(u, v) = 〈f(u0), v〉 ∀ v ∈ V . (1.7)

Wir zeigen nun, dass die Abbildung T , die u0 ∈ M die eindeutig bestimmte Lösung von
(1.7) zuordnet, Tu0 = u, eine lineare Abbildung vonM inM und k-kontrahierend ist.

Satz 5 Es sei f : V → V ′ eine Abbildung, die den Vorausssetzungen (1.4), (1.5) und (1.6) genügt.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte Lösung u ∈ M des Problems (1.3), die durch ein iteratives
Verfahren gewonnen werden kann.

Beweis

Die oben definierte Abbildung T hat folgende Eigenschaften:

1◦ T : M →M .

‖Tu0‖V = ‖u‖V ≤
1

α
‖f(u0)‖V ′ ≤ R .

2◦ T ist k-kontrahierend aufM :
Es seien T (u0) = u, T (w0) = w Lösungen von (1.7). Dann ist

a(u− w, v) = 〈f(u0) − f(w0), v〉 ,

‖Tu0 − Tw0‖V ≤
1

α
‖f(u0) − f(w0)‖V ′ ≤

cf

α
‖u0 − w0‖V .

Die Voraussetzung (1.5) führt zur Behauptung.



1.1. BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ 17

Bemerkungen:

• Die Konstante α = µ
1+d(Ω)2 , d(Ω) = min{diam(Ω∩ xi −Achse), 1 ≤ i ≤ n}, liefert eine

obere Schranke von cf , die vom Parameter µ abhängt. Dadurch wird der Radius R
der Menge beeinflusst. Außerdem spielt die Flachheit von f im Nullpunkt eine Rolle,
was sich auf cf und R auswirkt.

• Gilt ‖f(u)‖V ′ ≤ r für alle u ∈ V , dann kann R = r
α
gewählt werden.

Existenz und Eindeutigkeit für schwache Lösungen desDirirchletproblems
für die stationären Navier-Stokes Gleichungen

Es seiΩ ein beschränktes Gebiet im Rn. Gesucht werden das Geschwindigkeitsfeld ~u = ~u(x)
und das Druckfeld p = p(x), die folgendem Randwertproblem genügen:

−ν∆~u+ (~u · ∇)~u+ ∇p = ~f in Ω , (1.8)

∇ · ~u = 0 in Ω , (1.9)

~u|∂Ω = 0 . (1.10)

Durch skalare Multiplikation der Gleichung (1.8) mit einem genügend glatten Vektorfeld ~v
und der Gleichung (1.9) mit einer genügend glatten Funktion q sowie partieller Integration
erhalten wir:

∫

Ω

ν∇~u : ∇~v dx+

∫

Ω

(~u · ∇)~u · ~v dx (1.11)

−

∫

Ω

pdiv~v dx+

∫

∂Ω

(−ν
∂~u

∂n
· ~v + pn · ~v) dσ =

∫

Ω

~f · ~v dx (1.12)

∫

Ω

div ~uq dx = 0 . (1.13)

Führen wir die Abkürzungen

a(~u,~v) = ν

∫

Ω

∇~u : ∇~v dx

c(~u, ~u,~v) =

∫

Ω

(~u · ∇)~u · ~v dx =

∫

Ω

(∇~u)~u · ~v dx

b(~v, p) = −

∫

Ω

div~vp dx

ein, dann erhalten wir unter Beachtung der Randbedingungen (1.10) mit Hilfe von (1.11)
und (1.12) eine schwache Formulierung des Dirirchlet Problems für die stationären Navier-
Stokes Gleichungen:

Gesucht sind die Felder (~u, p) ∈ [
◦

W 1,2(Ω)]n × L2(Ω), die den Gleichungen

a(~u,~v) + c(~u, ~u,~v) + b(~v, p) = 〈~f,~v〉 (1.14)

b(~u, q) = 0

für alle (~v, q) ∈ [
◦

W 1,2(Ω)]n × L2(Ω) und für alle ~f ∈

([ ◦

W 1,2(Ω)
]n
)′

genügen.
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◦

W 1,2(Ω) = C∞
0 (Ω)

‖ ‖
ist der Sobolevraum, welcher der Abschluss der beliebig oft differen-

zierbaren Funktionen aus C∞
0 (Ω), die ihren Träger in Ω haben, bezüglich folgender Norm

ist:

‖u‖W 1,2(Ω) =




∑

|α|≤1

∫

Ω

|Dαu|2 dx





1
2

,

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
.

W = [
◦

W 1,2(Ω)]n =
◦

W 1,2(Ω) × · · · ×
◦

W 1,2(Ω) ist der n-fache Produktraum.

Mit

([ ◦

W 1,2(Ω)
]n
)′

= W ′ wird der Dualraum bezeichnet.

Wir betrachten weiterhin eine zu (1.14) äquivalente schwache Formlierung:

Für ~f ∈ W ′ suche ein ~z ∈ V =

{

~v ∈
[ ◦

W 1,2(Ω)
]n

: ∇ · v = 0

}

, so dass

a(~z,~v) + c(~z, ~z, ~v) = 〈~f,~v〉 ∀~v ∈ V . (1.15)

Die Lösbarkeit des Problems (1.14) bzw. (1.15) wird durch Zurückführen auf das lineare
Stokes Problem untersucht. Dabei spielen insbesondere bei (1.15) folgende Abschätzungen
eine zentrale Rolle

|a(~u,~v)| ≤ Ca‖~u‖W ‖~v‖W ∀ ~u,~v ∈ W,Ca ≤ 4ν , (1.16)

a(~u, ~u) ≥ α‖~u‖2
W ∀ ~u ∈ W,α = νC(Ω) , (1.17)

c(~u,~v, ~w) ≤ γ‖~u‖W ‖~v‖W ‖~w‖W , γ = γ(diamΩ) . (1.18)

Satz 6 Es sei ‖f‖W ′ ≤ α2

4γ
− γε2, wobei ε > 0 eine reelle Zahl ist. Dann existiert eine Lösung

(~u, p) von (1.14). ~u ist in der Kugel

M = {~w ∈ V : ‖~w‖W ≤
α

2γ
− ε}

eindeutig bestimmt.

Beweis

Wir gehen von der schwachen Formulierung (1.15) aus. Es sei z0 ein beliebiges, festes Ele-
ment aus V . Wir betrachten die Gleichung

a(~z,~v) = 〈~f,~v〉 − c(~z0, ~z0, ~v) = 〈~F ,~v〉 ∀~v ∈ V . (1.19)

~F befindet sich in W ′ ⊂ V ′. Durch die Ungleichungen (1.16) und (1.17) sind die Voraus-
setzungen des Satzes von Lax-Milgram für die Bilinearform a(·, ·) auf V × V erfüllt. Daher
existiert zu jedem ~z0 ∈ V eine eindeutig bestimmte Lösung ~z ∈ V des schwachen Problems
(1.19). Diese genügt der Abschätzung

‖~z‖V = ‖~z‖W ≤
1

α
‖ ~F‖W ′ ≤

1

α

(

‖~f‖W ′ + γ‖~z0‖
2
W

)

. (1.20)

Wir betrachten nun die Abbildung T : V → V , die durch T~z0 = ~z definiert ist.

Wir zeigen, dass T den Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes genügt.
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1. T bildetM inM ab:
Aus der Ungleichung (1.20) und der Voraussetzung an ~f folgt, dass

‖T~z0‖W = ‖~z‖W ≤
1

α

[

‖~f‖W ′ + γ

(
α

2γ
− ε

)2
]

≤
α

2γ
− ε (1.21)

ist.

2. T ist k-kontrahierend inM :
Es seien ~z0 und ~̃z0 Elemente ausM und ~z = T~z0, ~̃z = T ~̃z0 die entsprechenden Lösun-
gen von (1.19). Damit ist

a(~z,~v) = 〈~f,~v〉 − c(~z0, ~z0, ~v) .

a(~̃z, ~v) = 〈~f,~v〉 − c(~̃z0, ~̃z0, ~v) .

und

a(~z − ~̃z, ~v) = −c(~z0, ~z0, ~v) + c(~̃z0, ~̃z0, ~v)

= c(~̃z0 − ~z0, ~̃z0, ~v) + c(~z0, ~̃z0 − ~z0, ~v) .

Unter Beachtung der Ungleichungen (1.17), (1.18) und (1.21) erhalten wir

‖~z − ~̃z‖W ≤
1

α

[

γ‖~z0 − ~̃z0‖W ‖~̃z0‖W + γ‖~z0‖W ‖~̃z0 − ~z0‖W

]

≤
γ

α
‖~z0 − ~̃z0‖W (‖~̃z0‖W + ‖~z0‖W )

≤
γ

α
‖~z0 − ~̃z0‖W 2(

α

2γ
− ε)

und damit

‖T~z0 − T ~̃z0‖W ≤ k‖~z0 − ~̃z0‖W

für

k =
γ

α

(
α

γ
− 2ε

)

< 1 .

Bemerkung:

1. Die Lösung (~u, p) von (1.14) ist nicht eindeutig. Das Druckfeld ist nur bis auf eine
Konstante eindeutig bestimmt. Durch die Normierung

∫

Ω

p dx = 0 wird p eindeutig.

2. Ist die Reynoldszahl Re = 1
ν
klein, dann wird durch diesen Satz eine Lösung garan-

tiert (zähe Flüsse).
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1.2 Die Fixpunktsätze von Brouwer und Schauder

Beim Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes werden keine tiefliegenden Sätze aus der
Theorie der metrischen Räume benutzt. Der Preis dafür ist, dass eine starke Eigenschaft,
nämlich die k-Kontraktivität bzw. Kontraktivität des Operators, gefordert wurde. Möchte
man diese Eigenschaft abschwächen, muss man an die Räume M mehr Forderungen stel-
len.
Der Fixpunktsatz von Brouwer wird für eine abgeschlossene Kugel im Rn formuliert, der
Satz von Schauder (1930) gilt in unendlich-dimensionalen Räumen. Beide sichern die Exi-
stenz (nicht die Eindeutigkeit) von Fixpunkten.

Satz 7 (Fixpunktsatz von Brouwer (1912)) Jede stetige Abbildung einer abgeschlosse-
nen, beschränkten Kugel des Rn in sich selbst besitzt einen Fixpunkt.

Satz 8 (Fixpunktsatz von Schauder) SeiM eine nichtleere, konvexe, kompakte Teilmen-
ge eines BanachraumesX . Eine stetige Abbildung T : M ⊂ X →M besitzt einen Fixpunkt.

Wir beweisen zunächst den Brouwerschen Fixpunktsatz im n-dimensionalen Raum und
übertragen dann mit Hilfe eines Approximationssatzes für kompakte Operatoren dieses
Resultat auf unendlichdimensionale Räume.

Der Brouwersche Fixpunktsatz

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel im R1.

Beispiel:

Sei f : [a, b] → [a, b] stetig. Dann besitzt f einen Fixpunkt.

Setzen g(x) = f(x) − x. Da f : [a, b] → [a, b] abbildet, ist

g(a) = f(a) − a ≥ 0

g(b) = f(b) − b ≤ 0

Aus dem Zwischenwertsatz von Bolzano folgt, dass mindestens ein x0 existiert mit g(x0) =
0, d.h. f(x0) = x0.
Der Satz von Brouwer kann mit verschiedenen Methoden bewiesen werden, z.B. mit to-
pologischen Methoden (Retraktionssatz) oder mit Variationsmethoden (Minimierung von
Energiefunktionalen, Lösungen der homogenen Euler-Lagrange Gleichungen) [4, S.439],[6,
S.11 ff.]. Wir wählen den 2. Weg. Zunächst führen wir kurz die entsprechenden Begriffe ein
(siehe [7]).

Lagrange Funktionen und Euler-Lagrange Gleichungen

Sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte offene Teilmenge mit glattem Rand ∂Ω und ~w : Ω → Rm, ~w =
~w(x1, x2, . . . , xn) = (w1(x), . . . , wm(x))⊤. Weiterhin sei R

m×n der Raum aller (m × n)- Ma-
trizen mit reellen Einträgen.
Wir betrachten die Menge

M = {~w ∈ [C2(Ω)]m : ~w = ~g auf ∂Ω} .

Das Funktional I aufM besitze die Form

I[~w] =

∫

Ω

L(D~w(x), ~w(x), x) dx , (1.22)
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wobei D~w die Fréchetableitung (Jacobi-Matrix) des Vektorfeldes ~w ist:

D~w =






∂w1

∂x1
. . . ∂w1

∂xn

...
. . .

...
∂wm

∂x1
. . . ∂wm

∂xn
.






Die Abbildung L : Rm×n × Rm × Ω → R heisst Lagrange-Funktion. Um die Variablen
von L zu kennzeichnen, führen wir die Schreibweise L = L(P,~z, x) ein, wobei D~w = P =
(pik) 1≤i≤m

1≤k≤n

, ~w = ~z sind.

Weiterhin seien

DPL =






Lp11 · · · Lp1n

...
. . .

...
Lpm1 · · · Lpmn




 =






∂L
∂p11

· · · ∂L
∂p1n

...
. . .

...
∂L

∂pm1
· · · ∂L

∂pmn






und

D~zL =






Lz1

...
Lzm




 =






∂L
∂z1

...
∂L

∂zm






wohl definiert.
Folgender Satz verbindet das Funktional I mit einem System partieller Differentialglei-
chungen.

Satz 9 Besitzt das Funktional (1.22) einen Minimierer ~u in M, dann ist ~u Lösung eines nicht-
linearen Systems von partiellen Differentialgleichungen (System der Euler-Lagrange Gleichungen)

−divDPL(D~u, ~u, x) +D~zL(D~u, ~u, x) = ~0 inΩ .

Hierbei ist

−divDPL =





∂1Lp11 + ∂2Lp12 + · · · + ∂nLp1n

· · ·
∂1Lpm1 + ∂2Lpm2 + · · · + ∂nLpmn





ein Vektor aus Rm.

Beweis

Wir betrachten ein ~v ∈ C∞
0 (Ω,Rm) und führen die reelle Funktion i einer reellen Variablen

τ ein

i(τ) := I[~u+ τ~v] .

Die Elemente ~u + τ~v sind aus M und i(τ) ist wohl definiert. Da ~u Minimierer ist, muss
i′(0) = 0 sein.
Nach der Kettenregel ist

i′(τ) =

∫

Ω

LP (D~u+ τD~v, ~u+ τ~v, x) : D~v dx+

∫

Ω

L~z(D~u + τD~v, ~u+ τ~v, x) · ~v dx ,
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wobei A : B =
∑m

i=1

∑n
k=1 aikbik ist. Daraus folgt

i′(0) =

∫

Ω

LP (D~u, ~u, x) : D~v dx+

∫

Ω

L~zD~u, ~u, x) · ~v dx

part. Int
= −

∫

Ω

divLP (D~u, ~u, x) · ~v dx+

∫

Ω

L~z(D~u, ~u, x) · ~v dx = 0 .

für alle ~v ∈ C∞
0 (Ω,Rm).Die Behauptung folgt aus dem Fundamentallemma der Variations-

rechnung.

Es gibt Lagrange-Funktionen, für die jedes Vektorfeld ~w ∈ [C2(Ω)]m Lösung der homo-
genen Euler-Lagrange Gleichung ist. Diese Lagrange-Funktionen heißen Null-Lagrange-
Funktionen.

Beispiel:

Es sei L = L(D~w) = det (D~w), wobei ~w : Rn → Rn. Für L = L(P ) = detP gilt

DPL(P ) = Cof P . (1.23)

Hierbei ist die Cofaktor-Matrix einer Matrix Awie folgt definiert.

Definition 3 Sei A ∈ Rn×n. Für jedes Indexpaar (i, j) sei A′
ij ∈ R(n−1)×(n−1) die Matrix, die

man durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhält. Sei

dij := (−1)i+jdetA′
ij . (1.24)

Die Cofaktor-Matrix von A ist

Cof A = (dij)i,j . (1.25)

Es gilt

detA =

n∑

j=1

aijdij , 1 ≤ i ≤ n (Entwicklung nach der i-ten Zeile), (1.26)

detA =
n∑

i=1

aijdij , 1 ≤ j ≤ n (Entwicklung nach der j-ten Spalte), (1.27)

(1.28)

und damit

A(Cof A)⊤ = (Cof A)⊤A = detAI . (1.29)

Falls A invertierbar ist, erhalten wir

Cof A = detAA−⊤ .

Weiterhin gelten die Relationen

Cof (AB) = Cof ACof B ,

Cof (A⊤) = (Cof A)⊤ .

Aus (1.26) folgt

∂detA

∂aks

= (Cof A)ks für k, s = 1, 2, · · · , n
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und damit erhalten wir die Frechét-Ableitung

D(detA) = Cof A .

Die zugehörigen Euler-Lagrange Gleichungen lauten für P = A = D~w

divDPL(P ) = div Cof P = div Cof (D~w) = ~0 . (1.30)

Dies ist die aus der Mechanik bekannte Piola-Identität.
Wir zeigen sie durch direktes Nachrechnen im Fall n = 3. Für allgemeineres n ist der Beweis
in [4, S.440] und [6, S.14] zu finden.

Lemma 1 Sei ~w ∈
(
C2(Ω)

)3
. Es gilt die Piola-Identität

div Cof (D~w) = ~0 .

Beweis

Es ist

Cof (D~w) = (dij)i,j=1,·,3

mit

dij = ∂j+1wi+1∂j+2wi+2 − ∂j+2wi+1∂j+1wi+2 ,

wobei die Indizes modulo 3 zu nehmen sind. Für i = 1, 2, 3 erhalten wir

(div CofD~w)i =

3∑

j=1

∂jdij = ∂1[∂2wi+1∂3wi+2 − ∂3wi+1∂2wi+2]

+∂2[∂3wi+1∂1wi+2 − ∂1wi+1∂3wi+2]

+∂3[∂1wi+1∂2wi+2 − ∂2wi+1∂1wi+2]

= 0

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass L(P ) = L(D~w) genau dann eine Null-Lagrange-Funktion ist, wenn
es MatrizenB und C ∈ Rn×n und Konstanten a und d ∈ R gibt, so dass

L(P ) = a+B : P + C : Cof P + ddetP

ist. Die Bedeutung der Null-Lagrange-Funktionen liegt darin, dass das Energiefunktional
I(~w) =

∫

Ω

L(D~w, ~w, x) dx nur von den Randdaten von ~w abhängt.



24 KAPITEL 1. FIXPUNKTSÄTZE

Satz 10 Sei L = L(D~w, ~w, x) eine Null-Lagrange-Funktion. Seien ~w und ~u zwei Funktionen aus
[C2(Ω)]m mit ~w = ~u auf ∂Ω.
Dann ist

I[~w] = I[~u] . (1.31)

Beweis

Sei

i(τ) = I[τ~u + (1 − τ)~w] =

∫

Ω

L(D(τ~u + (1 − τ)~w), τ~u + (1 − τ)~w, x) dx, 0 ≤ τ ≤ 1 .

Dann ist

i′(τ) =

∫

Ω

LP (τD~u + (1 − τ)D~w) : (D~u−D~w) + L~z(τD~u + (1 − τ)D~w) · (~u− ~w) dx

part. Int
=

∫

Ω

[−divLP (τD~u + (1 − τ)D~w + L~z(τD~u + (1 − τ)D~w)] · (~u− ~w) dx .

Da ~v = ~u− ~w auf demRand verschwindet, entfällt der Randterm.Weiterhin ist τ~u+(1−τ)~w
Lösung der homogenen Euler-Lagrange Gleichungen, da L eine Null-Lagrange-Funktion
ist. Daher ist i′(τ) = 0, woraus i(τ) = const für 0 ≤ τ ≤ 1 folgt. Wir erhalten unmittelbar
(1.31), da sich für τ = 0 das Funktional I[~w] und für τ = 1 das Funktional I[~u] ergibt.

Wir sind jetzt in der Lage, den Fixpunktsatz von Brouwer zu beweisen.

Satz 11 Jede stetige Abbildung T einer abgeschlossenen Kugel des Rn in sich selbst besitzt einen
Fixpunkt.

Beweis:

Wir betrachten o.B.d.A. die abgeschlossene Einheitskugel

T : B1(0) → B1(0) = B .

1.Schritt:
Wir zeigen, dass es keine Funktion ~w aus [C2(Ω)]n gibt

~w : B → ∂B , (1.32)

so dass für alle x ∈ ∂B

~w(x) = x . (1.33)

Wir nehmen an, dass eine solche Funktion ~w existiert. Sei ~id die identische Abbildung
~id(x) = x für alle x ∈ B. Dann gilt ~w(x) = ~id(x) auf ∂B. Nach Satz 10 ist

∫

B

detD~w dx =

∫

B

detD ~id dx = volB 6= 0 . (1.34)

Andererseits ist ~w(x) ∈ ∂B und deshalb |~w| = |~w|2 = 1. Differentiation von |~w|2 =
∑n

i=1 w
2
i (x) = 1 liefert

grad |~w|2 =






2
∑n

i=1 wi(x)∂1wi

...
2
∑n

i=1 wi(x)∂nwi




 = 2(D~w)⊤ ~w = ~0 .
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Damit ist die Zahl 0 ein Eigenwert von (D~w)⊤ für alle x ∈ B. Man beachte, dass ~w(x) 6= ~0
ist. Folglich ist det(D~w)⊤ = det(D~w) = 0 und nach (1.34) ist volB = 0 (Widerspruch!).

2.Schritt: Wir zeigen, dass es keine stetige Funktion gibt für die (1.32) und (1.33) gelten.
Angenommen es gäbe eine. Wir setzen sie stetig auf Rn\B fort, indem wir definieren

~w(x) = x fürx ∈ R
n\B .

Es ist |~w(x)| ≥ 1 ∀x ∈ Rn.
Wir glätten die fortgesetzte Funktion w(x) so, dass die Glättung ~wε(x) = x für x ∈ Rn\B2(0)
und |~wε(x)| ≥

1
2 für x ∈ Rn ist.

1 2

Abbildung 1.2: wε(x) = x

Dann ist

~̃w(x) =
2~wε(x)

|~wε(x)|

wohl definiert, glatt und

~̃w : B2(0) → ∂B2(0)

~̃w(x) = x fürx ∈ ∂B2(0) .

Wir wiederholen den Beweis von Schritt 1 für ~̃w und erhalten einen Widerspruch.

3. Schritt:
Sei T : B → B eine stetige Funktion, die keinen Fixpunkt besitzt. Wir konstruieren eine
Vektorfunktion ~w, die stetig ist und die Eigenschaften (1.32) und (1.33) besitzt:
Wir legen durch die verschiedenen Punkte x und T (x) einen Strahl, der von T (x) startet
und einen eindeutigen Schnittpunkt x∗ mit ∂B besitzt. Wir definieren:

~w : x→ x∗

~w : B → ∂B .

Offensichtlich ist ~w(x) = x = x∗ falls x ∈ ∂B ist. ~w ist stetig, da T stetig ist. Eine solche
Funktion kann nicht existieren.

Folgerung:

SeiM eine zu einer abgeschlossenen Kugel B ⊂ R
n homöomorphe Menge, d.h. es existiert

eine stetige, eineindeutige und surjektive Abbildung f von B auf M, f : B → M . Jede
stetige Abbildung T : M →M besitzt einen Fixpunkt.
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x

x∗

Tx

Abbildung 1.3: Konstruktion des Schnittpunktes x∗

Beweis der Folgerung:

Die Abbildung A = f−1 ◦ T ◦ f : B → B ist stetig. Daher besitzt A einen Fixpunkt x0:

Ax0 = f−1 ◦ T ◦ f(x0) = x0 .

Folglich ist

T ◦ f(x0) = f(x0) ,

d.h. f(x0) ∈M ist Fixpunkt von T .

Als eine Anwendung des Brouwerschen Fixpunktsatzes formulieren wir einen Satz über
die Existenz von Lösungen von nichtlinearen Gleichungssystemen.
Die nichtlinearen Gleichungen

gi(x1, . . . , xn) = 0 , i = 1, . . . , n

oder kurz

g(x) = 0

seien gegeben. g wird als Abbildung von Kr(0) → Rn aufgefasst. Wir untersuchen die
Frage, ob Nullstellen des Gleichungssystems in der Kugel Kr(0) existieren.

Satz 12 X = (Rn, ‖ ‖) sei ein normierter Raum und g eine stetige Abbildung vonKr(0) ⊂ X →
X . Falls

(g(x), x))En ≥ 0 ∀xmit ‖x‖ = r

ist, dann besitzt das System g(x) = 0 eine Lösung inKr(0).
(·, ·) = (·, ·)En bezeichnet das Skalarprodukt im euklidischen Raum En.

Beweis:

Wir nehmen an, dass g(x) 6= 0 für alle x ∈ Kr(0) sei. Die Abbildung

f(x) = −r
g(x)

‖g(x)‖

ist dann eine stetige Abbildung vonKr(0) inKr(0) und es ist ‖f(x)‖ = r für alle x ∈ Kr(0).
Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz existiert ein x0 ∈ Kr(0) mit

x0 = f(x0) .
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Da ‖x0‖ = ‖f(x0)‖ = r ist, liegt x0 auf dem Rand vonKr(0). Damit gilt

(g(x0), x0) =

(

−
1

r
f(x0)‖g(x0)‖, x0

)

= −
1

r
‖g(x0)‖(f(x0), x0)

= −
1

r
‖g(x0)‖(x0, x0) < 0 .

Damit ist die Voraussetzung des Satzes verletzt und esmuss eine Nullstelle des Gleichungs-
systems inKr(0) existieren.

Der Schaudersche Fixpunktsatz [Julius Schauder(1899-1943)]

Der Schaudersche Fixpunktsatz ist eine Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsat-
zes auf MengenM aus unendlich-dimensionalen Räumen.
Man kann anhand eines Gegenbeispiels zeigen, dass der Brouwersche Fixpunktsatz nicht
ohne weiteres auf unendlich-dimensionale Räume übertragen werden kann und sogar in
separablen unendlich-dimensionalen Hilberträumen nicht gilt.

Satz 13 (Kakutani 1943) Sei H ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum. Dann
gibt es eine stetige Abbildung T : H → H , die die abgeschlossene Einheitskugel in sich selbst
abbildet und keinen Fixpunkt besitzt.

Beweis

In H sei das Skalarprodukt (x, y) für x, y ∈ H definiert. Da H separabel ist, existiert eine
Orthonormalbasis (yn)−∞<n<∞, so dass jedes x ∈ H die Darstellung

x =
∞∑

i=−∞

αiyi,

∞∑

i=−∞

|αi|
2 <∞

besitzt. Wir betrachten die Abbildung A, indem wir die Wirkung auf die Basisfunktionen
angeben

A : H → H, yn → yn+1 .

Dann wird

Ax =

∞∑

i=−∞

αiyi+1 .

A ist linear und beschränkt:

‖Ax‖2 = (

∞∑

i=−∞

αiyi+1,

∞∑

j=−∞

αjyj+1)

=
∞∑

i=−∞

|αi|
2 = ‖x‖2 .

Damit ist A auch stetig und bildet die Sphäre Sr = {x ∈ H : ‖x‖ = r} in sich ab. Für den
Basisvektor y0 (beachte ‖y0‖ = 1) definieren wir

Tx :=
1

2
(1 − ‖x‖)y0 +Ax . (1.35)
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Die Abbildung T ist stetig und bildet B = {x ∈ H : ‖x‖ ≤ 1} in sich selbst ab:

‖Tx‖ ≤
1

2
(1 − ‖x‖)‖y0‖ + ‖Ax‖ =

1

2
(1 − ‖x‖) + ‖x‖

=
1

2
(1 + ‖x‖) ≤ 1 .

Wir nehmen nun an, T besitze einen Fixpunkt x0 ∈ B, Tx0 = x0.
(1.35) liefert uns

x0 −Ax0 =
1

2
(1 − ‖x0‖)y0 . (1.36)

1.Fall:
x0 = 0. Dann ist 1

2y0 = 0, was nicht sein kann.
2.Fall:
‖x0‖ = 1. Dann ist x0 = Ax0 und

x0 =
∞∑

i=−∞

αiyi =
∞∑

i=−∞

αiyi+1 .

Es folgt αi = αi+1 für alle i und ‖x0‖2 =
∑∞

i=−∞ α2
i 6= 1, Widerspruch.

3.Fall:
0 < ‖x0‖ < 1. Wir erhalten aus (1.36)

∞∑

i=−∞

(αi − αi−1)yi =
1

2
(1 − ‖x0‖)y0 .

Durch Koeffizientenvergleich wird

α0 − α−1 =
1

2
(1 − ‖x0‖) > 0 für i = 0 ,

αi = αi−1 für i 6= 0 .

Insgesamt gilt

. . . α−3 = α−2 = α−1 < α0 = α1 . . . .

und
∑∞

i=−∞ |αi|2 = ∞. Widerspruch!

Im Schauderschen Fixpunktsatz wird von der Teilmenge M gefordert, dass sie kompakt
und konvex sei, oder, dass der stetige Operator T zusätzlich kompakt sei. Diese unter-
schiedlichen Voraussetzungen führen zu zwei äquivalenten Fassungen des Schauderschen
Fixpunktsatzes.

Definition 4 (kompakter (vollstetiger) Operator) Seien X und Y Banachräume,
T : D(T ) ⊆ X → Y . T ist kompakt, wenn

1. T ist stetig.

2. T bildet beschränkte Mengen in relativ kompakte Mengen ab.

Lemma 2 Es sei T eine stetige Abbildung eines metrischen RaumesX in einen metrischen Raum
Y undX0 ⊂ X eine kompakte Teilmenge. Dann ist das Bild T (X0) kompakt.
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Beweis:

Wir betrachten eine offene Überdeckung (Vα)α der Bildmenge T (X0). Da T stetig ist, sind
die Urbilder T−1(Vα) offen und bilden eine Überdeckung von X0. Da X0 kompakt ist, rei-
chen endlich viele Urbilder T−1(Vαi

), i = 1, . . . , n aus, deren Vereinigung X0 überdeckt.
Damit ist auch T (X0) ⊂ ∪n

i=1Vαi
.

Beispiele für kompakte Operatoren sind u.a. lineare und nichtlineare Integraloperatoren

T (x) = y(t) =

b∫

a

K(t, s, x(s)) ds

S(x) = y(t) =

t∫

a

K(t, s, x(s)) ds

und Einbettungsoperatoren in entsprechenden Banachräumen.

Kompakte Operatoren spielen eine zentrale Rolle in der nichtlinearen Funktionalanalysis.
Aussagen für stetige Operatoren in endlichdimensionalen Räumen lassen sich häufig auf

”
vollstetige“ Operatoren in unendlich-dimensionalen Räumen übertragen. Eine Grundlage
für diese Übertragung bildet der folgende Satz:

Satz 14 (Approximationssatz für kompakte Operatoren) Es seien X und Y Ba-
nachräume und T : M ⊂ X → Y , wobeiM eine nichtleere beschränkte Teilmenge ist.
T ist kompakt genau dann, wenn zu jedem n ∈ N ein kompakter Operator Pn : M → Y existiert,
so dass dim (spanPn(M)) <∞ und

sup
x∈M

‖T (x) − Pn(x)‖Y ≤
1

n
(1.37)

ist.

Beweis:

a) Wir nehmen an, dass T kompakt ist. Dann ist T (M) relativ kompakt, d.h. für jedes n
gibt es Elemente yi ∈ T (M), i = 1, . . . , N , so dass

min
i
‖Tx− yi‖ <

1

n
∀x ∈M .

Die Elemente {yi} bilden ein endliches 1
n
-Netz für T (M).

Wir führen den Schauderoperator Pn ein:

Pn(x) =

∑N
i=1 ai(x)yi
∑N

i=1 ai(x)
=

N∑

i=1

λi(x)yi ,

wobei ai(x) = max{ 1
n
−‖Tx− yi‖, 0} eine stetige reellwertige Abbildung vonM in R

ist. Da

ai(x) = 0 ist, falls ‖Tx− yi‖ ≥ 1
n

und ai(x) 6= 0 ist, falls ‖Tx− yi‖ <
1
n
,

(1.38)
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ist Pn(x) wohldefiniert und eine stetige Abbildung vonM inMn, wobei
Mn = co (y1, . . . , yN ) ⊆ span (y1, . . . , yN ) ist.
Es gilt

‖Pn(x) − T (x)‖ =

∥
∥
∥
∥
∥

∑N
i=1 ai(x)(yi − T (x))
∑N

i=1 ai(x)

∥
∥
∥
∥
∥

≤

∑N
i=1 ai(x)‖yi − T (x)‖
∑N

i=1 ai(x)

(1.38)
<

1

n
∀x ∈M . (1.39)

Weiterhin sind die Operatoren Pn kompakt. Da nämlich T (M) beschränkt ist, ist nach
(1.39) auch das Bild Pn(M) beschränkt und als Teilmenge des endlichdimensionalen
Raumes span (y1, . . . , yN ) relativ kompakt.

b) Die Voraussetzung (1.37) gelte.
Es gilt für die Elemente x, y ∈M :

‖T (x) − T (y)‖ = ‖T (x) − Pn(x) + Pn(x) − Pn(y) + Pn(y) − T (y)‖

<
2

n
+ ‖Pn(x) − Pn(y)‖ <

3

n
für ‖x− y‖ < δ(n) ,

und damit ist T eine stetige Abbildung.
T (M) ist außerdem relativ kompakt. Sei nämlich {z1, . . . , zN} ein endliches 1

n
-Netz

für Pn(M). Dann gilt für ein y = T (x) ∈ T (M)

‖y − zi‖ = ‖T (x) − zi‖ = ‖T (x) − Pn(x) + Pn(x) − zi‖

<
2

n
,

falls zi so gewählt wird, dass ‖Pn(x)−zi‖ <
1
n
ist. Daher ist {z1, . . . , zN} ein endliches

2
n
-Netz für T (M) und T (M) ist relativ kompakt.

Wir beweisen jetzt den Schauderschen Fixpunktsatz.

Satz 15 Sei T : M ⊆ X → M stetig, wobei X ein Banachraum undM eine nichtleere, konvexe,
kompakte Teilmenge ist. Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Beweis:

Der Operator T = T |M ist kompakt, da T (M) ⊂ M als abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten Menge ebenfalls kompakt ist. Aus dem Beweis des Approximationssatzes folgt,
dass kompakte Operatoren Pn : M →Mn = co (y1, . . . , yN ) ⊆M existieren mit

‖Pn(x) − T (x)‖ ≤
1

n
∀x ∈M . (1.40)

Wir setzen

P̃n = Pn|Mn
: Mn → Mn .

Die Menge Mn ist abgeschlossen und homöomorph zur abgeschlossenen Kugel B1(0) im

RÑ , Ñ ≤ N . Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz existiert ein Fixpunkt xn ∈Mn von P̃n.
Wir betrachten die Folge der Fixpunkte (xn)n, xn ∈ Mn ⊆ M . Diese ist nach (1.40) be-
schränkt. Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (xnl

)nl
, xnl

→ x ∈ M für
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nl → ∞. Wir zeigen, dass dieser Grenzwert x der gesuchte Fixpunkt ist.
Es ist

‖T (x) − xnl
‖ = ‖T (x) − Pnl

xnl
‖ ≤ ‖T (x) − T (xnl

)‖ + ‖T (xnl
) − Pnl

xnl
‖ .

Die rechte Seite konvergiert für nl → ∞ zuNull, da T stetig ist und (1.40) gilt. Die Abschätzung

‖T (x) − x‖ ≤ ‖T (x) − xnl
‖ + ‖x− xnl

‖

zeigt, dass T (x) = x ist.

Wir beweisen eine äquivalente Fassung des Schauderschen Fixpunktsatzes, die häufig be-
nutzt wird. Sie lautet

Satz 16 Sei T : M ⊂ X →M ein kompakter Operator,X ein Banachraum undM eine nichtlee-
re, abgeschlossene, beschränkte, konvexe Teilmenge vonX . Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Im Beweis wird folgendes Lemma von Mazur benutzt:

Lemma 3 Sei X ein Banachraum und M ⊆ X relativ kompakt. Dann ist auch coM relativ
kompakt.

Beweis des Lemmas von Mazur:

Sei ε > 0 gegeben. ZuM existiert ein endliches ε
2 -Netz, d.h. es existieren Elemente

z1, . . . , zn ∈M , so dass für jedes x ein j ∈ {1, . . . , n} existiert mit

‖x− zj‖ <
ε

2
. (1.41)

Dadurch können wir eine Abbildung v : M → {1, . . . , n} definieren:
v(x) = j, j ist der kleinste Index, so dass (1.41) gilt.
Wir wollen für co (M) ein endliches ε-Netz konstruieren.
Sei

y ∈ co (M), y =

m∑

i=1

λiyi, m = m(y) ∈ N,

m∑

i=1

λi = 1 , λi ∈ [0, 1] .

Wir erhalten

‖y −
m∑

i=1

λizv(yi)‖ = ‖
m∑

i=1

λi(yi − zv(yi))‖ <
ε

2
.

Da
∑m

i=1 λizv(yi) ∈ K = co (z1, . . . , zn) ist, gilt

co (M) ⊂ ∪x∈KB ε
2
(x) . (1.42)

Wir überlegen nun, dass es endlich viele ElementeK1, . . . ,KN ∈ K gibt, so dass

K ⊂ ∪N
i=1B ε

2
(Ki) . (1.43)

Dazumüssen wir zeigen, dassK := co (z1, . . . , zn) relativ kompakt ist. Da co (z1, . . . , zn) als
Teilmenge eines endlich dimensionalen Raumes beschränkt ist, ist das offensichtlich.
Da K ein ε

2 -Netz für co (M) und {K1, . . . ,KN} ein ε
2 -Netz für K ist, folgt {K1, . . . ,KN} ist

endliches ε-Netz für co (M).

Wir sind jetzt in der Lage, die 2.Fassung des Satzes von Schauder zu beweisen.
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Beweis von Satz 16:

Sei N = co (T (M)) ⊆ M . Nach dem Lemma von Mazur ist N kompakt, konvex und nicht
leer. T ist stetig und bildet N in sich ab:

N ⊆M ⇒ T (N) ⊆ T (M) ⇒ T (N) ⊆ co (T (N)) ⊂ co (T (M)) = N .

Nach der ersten Fassung des Schauderschen Fixpunktsatzes existiert ein Fixpunkt von T .

Anwendungen:

1◦ Ein semilineares Problem
Wir hatten bereits das semilineare Dirichletproblem

−∆u = f(u) inΩ , (1.44)

u = 0 auf ∂Ω (1.45)

mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes untersucht. Dabei waren an f gewisse Voraus-
setzungen gestellt worden. Wir wollen jetzt den Schauderschen Fixpunktsatz (Satz 16) an-
wenden, um unter Beschränktheitsvoraussetzungen an f die Existenz einer Lösung zu ga-
rantieren.

Lemma 4 Sei V =
◦

H1(Ω) und f : L2(Ω) → V ′ eine beschränkte Abbildung, d.h.
‖f(u)‖V ′ ≤ kf für alle u ∈ L2(Ω). Dann besitzt das Problem (1.44), (1.45) eine schwache Lösung
in V .

Beweis:
Eine Funktion u ∈ V ist schwache Lösung von (1.44), (1.45) falls

∫

Ω

∇u · ∇v dx = 〈f(u), v〉 ∀v ∈ V .

Wir vorn in Formel (1.7) betrachten wir ein u0 ∈ L2(Ω) und die entsprechenden schwachen
Probleme

∫

Ω

∇u · ∇v dx = 〈f(u0), v〉 ∀v ∈ V, u0 ∈ V .

Nach dem Lemma von Lax-Milgram existiert eine eindeutig bestimmte Lösung u ∈ V zu
jedem u0 ∈ L2(Ω), beschrieben durch den Operator B

B : u0 → u ,

und

‖Bu0‖V ≤
1

α
‖f(u0)‖V ′ ≤

kf

α
= R ,

d.h. B bildet jede Teilmenge von L2(Ω) in eine beschränkte konvexe Menge
MR = {u ∈ V, ‖u‖ ≤ R} ab. Sei T = i ◦B, wobei i der Einbettungsoperator von V in L2(Ω)
ist. Da

‖Tu0‖L2(Ω) ≤ ‖Bu0‖V ≤ R

bildet T = i ◦ B : i(MR) ⊂ L2(Ω) → i(MR) ⊂ L2(Ω) ab. Da die Einbettung i ein kompakter

stetiger Operator ist und i(MR) beschränkt, abgeschlossen und konvex ist, muss T einen
Fixpunkt u ∈ L2(Ω) besitzen. Da aber Tu = i ◦Bu = u ist, muss u ∈ V sein.
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2◦ Der Satz von Peano
Als weitere Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes beweisen wir den Satz von
Peano:

Satz 17 (Satz von Peano) Das Anfangswertproblem x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0 besitzt
eine stetig differenzierbare Lösung im Intervall [t0 − c, t0 + c], falls die Funktion

f : Qab → R

im Rechteck Qab = {(t, x) ∈ R
2 : |t − t0| ≤ a, |x − x0| ≤ b} stetig ist. Dabei ist c = min{a, b

k
}

und |f(t, x)| ≤ k, ∀ (t, x) ∈ Qab.

t

x

2a

2b

2c

(t0, x0)
Qab

Abbildung 1.4: Rechteck Qab

Beweis:

Wir schreiben das Anfangswertproblem in Form einer äquivalenten Integralgleichung auf:

x(t) = x0 +

t∫

t0

f(s, x(s)) ds = Tx .

Es sei X = C([t0 − c, t0 + c]) der Raum der stetigen Funktionen über dem Intervall
(t0 − c, t0 + c) mit der Maximum-Norm und

M = {x ∈ X : ‖x− x0‖C([t0−c,t0+c]) ≤ b} .

Wir zeigen, dass T : M ⊆ X →M eine Selbstabbildung ist:

‖Tx− x0‖ = max
t∈[t0−c,t0+c]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

t∫

t0

f(s, x(s)) ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ c · k ≤
b

k
· k = b .

M ist beschränkt, abgeschlossen und konvex und T ist kompakt. Nach dem Schauderschen
Fixpunktsatz existiert daher ein Element x ∈M mit Tx = x, das stetig differenzierbar ist.
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Weitere Anwendungen des Schauderschen Fixpunktsatzes treten bei derUntersuchung von
Anfangswertproblemen für Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen der Form

~̇x(t) = A~x(t) + ~f(t, ~x(t)) ,

~x(0) = ~x0

auf. Insbesondere werden Stabilitätsuntersuchungen und die Existenz periodischer Lösun-
gen behandelt [10].

1.3 Schäferscher Fixpunktsatz (Leray-Schauder Prinzip)

Aus Schauders Fixpunktsatz folgt ein weiterer Fixpunktsatz, auch Schäferscher Fixpunkt-
satz genannt. Der Vorteil ist, dass keine vorgegebene abgeschlossene konvexe Teilmenge
M betrachtet wird. Man geht von a-priori Abschätzungen für Eigenlösungen aus und zeigt
dann, dass tatsächlich Fixpunkte existieren.

Satz 18 (Schäferscher Fixpunktsatz) T sei ein kompakter Operator, der einen Banach-
raum X in sich abbildet. Die Mengen

M(λ) = {u ∈ X : u = λTu fürλ ∈ (0, 1)} (1.46)

seien gleichmäßig beschränkt. Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Beweis:

Sei ‖u‖ < R für Elemente u ∈M(λ), d.h. u = λTumit einem λ ∈ (0, 1).

1.Schritt:
Wir setzen

T̃ u :=

{
Tu falls ‖Tu‖ ≤ R
RTu
‖Tu‖ falls ‖Tu‖ > R ,

(1.47)

T̃ : BR(0) ⊂ X → BR(0) ⊂ X . Sei K = co (T̃ (BR(0))). Aus der Kompaktheit von T folgt

die Kompaktheit von T̃ : K → K (Übung).

2.Schritt:
Aus dem Schauderschen Fixpunktsatz folgt, dass T̃ einen Fixpunkt in K besitzt, d.h. T̃ u =
u.
Wir zeigen, dass u auch Fixpunkt von T ist. Dazu nehmen wir an, u sei kein Fixpunkt von
T . Daher muss ‖Tu‖ > R nach (1.47) sein und

T̃ u =
RTu

‖Tu‖
= λTu = u ,

mit λ = R
‖Tu‖ < 1. Nach Voraussetzung ist aber ‖u‖ < R. Dies ist ein Widerspruch dazu,

dass ‖T̃u‖ = ‖u‖ = R ist.
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Ein semilineares elliptisches Randwertprobem

Wir betrachten das folgende Randwertprobem im glatten beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rn für
eine skalare Funktion u [4, S.505]

−∆u+ b(Du) + µu = 0 inΩ , (1.48)

u = 0 auf ∂Ω , (1.49)

wobei b : Rn → R eine Lipschitz-stetige Funktion ist. b genügt dann folgender Wachstums-
bedingung: (setze ~p = Du)

|b(~p)| ≤ C(|~p| + 1) ∀ ~p ∈ R
n . (1.50)

Satz 19 Sei µ > 0 genügend groß und b sei Lipschitz-stetig. Dann existiert eine Funktion

u ∈ H2(Ω) ∩
◦

H1(Ω), die schwache Lösung von (1.48), (1.49) ist.

Beweis:

1.Schritt:

Sei u0 ∈
◦

H1(Ω) beliebig. Wir setzen f0 = b(Du0). Aus (1.50) folgt, dass f0 ∈ L2(Ω) ist. Sei

u = u(u0) aus
◦

H1(Ω) = V die eindeutig bestimmte schwache Lösung von (1.48), (1.49) zu
f0, d.h.

∫

Ω

∇u · ∇v dx+

∫

Ω

µuv dx = −

∫

Ω

f0v dx ∀v ∈ V . (1.51)

Da Ω glatt ist, kann man zusätzlich zeigen, dass u ∈ H2(Ω) ist und der Abschätzung

‖u‖H2(Ω) ≤ c‖f0‖L2(Ω) (1.52)

genügt (siehe [4, § 6.3]). Sei B : V → H2(Ω) ∩ V die Abbildung, die u0 ∈ V die Lösung
u ∈ V ∩H2(Ω) zuordnet. Aus (1.52) und (1.50) folgt

‖Bu0‖H2(Ω) ≤ c‖b(Du0)‖L2(Ω)

(1.50)

≤ c̃[

∫

Ω

(|Du0|
2 + 1) dx]

1
2

≤ ĉ(‖u0‖V + 1) ∀u0 ∈ V . (1.53)

2.Schritt:
Wir setzen T = i◦B : V → H2(Ω)∩V → V , wobei i der Einbettungsoperator vonH2(Ω)∩V
in V ist. Wir zeigen, T ist kompakt.
Zunächst sehen wir uns die Stetigkeit an. Sei (u0k

)k eine konvergente Folge in V , u0k
→ u0

für k → ∞. Die Folge (Bu0k
)k ist nach (1.53) inH2(Ω) beschränkt, d.h.

sup
k

‖Bu0k
‖H2(Ω) <∞ .

Da H2(Ω) ∩
◦

H1(Ω) kompakt in
◦

H1(Ω) eingebettet ist (siehe [1, S.144]), besitzt (Tu0k
)k eine

in V konvergente Teilfolge

Tu0kl
→ w . (1.54)

Wir überlegen, dass w = Tu0 ist. Es ist
∫

Ω

(DTu0kl
·Dv + µTu0kl

v) dx = −

∫

Ω

b(Du0kl
)v dx ∀ v ∈ V . (1.55)
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Wegen (1.54) konvergiert die linke Seite von (1.55)

∫

Ω

(DTu0kl
·Dv + µTu0kl

v) dx→

∫

Ω

(Dw ·Dv + µwv) dx . (1.56)

Da u0k
→ u0 in V konvergiert und damit auch u0kl

→ u0 in V , konvergiert die rechte Seite
von (1.55) wegen (1.50):

−

∫

Ω

b(Du0kl
)v dx→ −

∫

Ω

b(Du0)v dx . (1.57)

Da (1.56) mit (1.57) für alle v ∈ V übereinstimmt, muss wegen der Eindeutigkeit der schwa-
chen Lösung w = Tu0 sein. Nun können wir schließen, dass limk→∞ Tu0k

= Tu0 ist:

‖Tu0k
− Tu0‖ ≤ ‖Tu0k

− Tu0kl
‖ + ‖Tu0kl

− Tu0‖ . (1.58)

Da
∫

Ω

(DTu0k
−DTu0kl

) ·Dv + µ(Tu0k
− Tu0kl

)v dx = −

∫

Ω

[b(Du0k
) − b(Du0kl

)]v dx

ist, gilt die Abschätzung

‖Tu0k
− Tu0kl

‖V ≤ const ‖b(Du0k
) − b(Du0kl

)‖L2(Ω) ≤ Lconst ‖Du0k
−Du0kl

‖L2(Ω) ,

wobei L die Lipschitzkonstante für b ist. Daher konvergiert die rechte Seite von (1.58) zu
Null.
Wir überlegen nun, dass T beschränkte Mengen in relativ kompakte Mengen abbildet.
Dazu betrachten wir eine beschränkte Teilfolge (u0k

)k in V . Aus (1.53) folgt, dass (Bu0k
)k

inH2(Ω) beschränkt ist. Daher besitzt (Tu0k
) eine konvergente Teilfolge in V .

3.Schritt:
Wir müssen jetzt die Beschränktheit der Mengen (1.46) zeigen.
Es ist u ∈M(λ) = {u ∈ V : u = λTu}, 0 < λ < 1, falls u

λ
= Tu ist. Setzen wir u = v in (1.51)

ein, dann ist

∫

Ω

(DTu ·Du+ µ(Tu)u dx = −

∫

Ω

b(Du)u dx

und mit Tu = u
λ
ergibt sich

∫

Ω

|Du|2 + µ|u|2 dx = −λ

∫

Ω

b(Du)u dx

≤

∫

Ω

c(|Du| + 1)|u| dx . (1.59)

Nach Anwendung der Ungleichung ab ≤ 1
4ε
a2 + εb2 für ein ε > 0, erhalten wir

|Du||u| ≤
1

4ε
|u|2 + ε|Du|2 ,

1|u| ≤
1

2
(|u|2 + 1) für ε =

1

2
.
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Eine mögliche Abschätzung von (1.59) lautet:
∫

Ω

(|Du|2 + µu2) dx ≤ c

∫

Ω

(ε|Du|2 +
1

4ε
|u|2 +

1

2
(|u|2 + 1)) dx .

Für εc < 1 folgt
∫

Ω

(1 − cε)|Du|2 dx ≤

∫

Ω

( c

4ε
+
c

2
− µ

)

|u|2 + c

∫

Ω

1

2
dx . (1.60)

Für µ ≥ c
4ε

+ c
2 ist der erste Term der rechten Seite von (1.60) nicht positiv und wir erhalten

∫

Ω

|Du|2 dx ≤
c

1 − cε

1

2
measΩ .

Wegen der Normäquivalenz in V gilt

‖u‖V ≤ K

und die gleichmäßige Beschränktheit der MengenM(λ) ist gezeigt.

Als weiteres Anwendungsbeispiel sei ein klassischer Satz zur Existenz von Lösungen von
Randwertproblemen für nichtlineare partielle Differentialgleichungen genannt.

Satz 20 (Bernstein 1906/10, Leray-Schauder 1934) Gegeben sei die quasilineare Dif-
ferentialgleichung 2.Ordnung, deren Lösungen einer Dirichlet-Randbedingung genügen:

A11(x, y, u, ux, uy)uxx + 2A12(x, y, u, ux, uy)uxy +A22(x, y, u, ux, uy)uyy = 0 inΩ ,

u = g auf ∂Ω .

Es gelte:

1. Ω sei ein beschränktes, konvexes Gebiet im R2, ∂Ω sei durch eine Randkurve aus C2,α(∂Ω),
0 < α < 1, darstellbar, die in jedem Randpunkt eine positive Krümmung besitzt.

2. Es seiM = Ω × R
3 und Aij ∈ Cα(M), i, j = 1, 2 und g ∈ C2,α(∂Ω).

3. Es existiert ein c > 0, so dass

A11(P )ξ2 + 2A12(P )ξη +A22(P )η2 ≥ c(ξ2 + η2)∀P ∈M ; (ξ, η) ∈ R
2

ist. (gleichmäßige Elliptizität)

Dann besitzt das obige Randwertproblem eine Lösung u ∈ C2,α(Ω).

Beweisskizze:

Das Randwertproblemwird in ein Fixpunktproblem überführt. Dazuwerden die folgenden
Schritte ausgeführt.

1. Durch Wahl eines festen Elementes u = z in den Koeffizienten Aij erfolgt eine Linea-
risierung und das lineare Randwertproblem

A11(x, y, z, zx, zy)uxx + 2A12(x, y, z, zx, zy)uxy + A22(x, y, z, zx, zy)uyy = 0 inΩ ,(1.61)

u = λg auf ∂Ω . (1.62)

wird betrachtet. Hierbei ist z ∈ C1,β(Ω), 0 < β < 1 und λ ∈ [0, 1] eine feste reelle Zahl.
Für γ = α · β erhält man durch eine einfache Abschätzung, dass Aij(x, y, z, zx, zy) =
Aij(x, y) ∈ C1,γ(Ω) ist. Außerdem ist offensichtlich g ∈ C2,γ(∂Ω).
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2. Das lineare Problem (1.61) besitzt eine eindeutig bestimmte Lösung u(λ) in C2,γ(Ω),
d.h. zu jedem z ∈ C1,β(Ω) wird eine Lösung u(λ, ·) ∈ C2,γ(Ω) zugeordnet. Das sei
durch den Operator T (λ) : C1,β(Ω) → C2,γ(Ω)

T (λ)z = u(λ)

realisiert. Es gilt, dass T (λ) = λT (1) ist. Unser Ausgangsproblem ist lösbar, falls
T (1) = T einen Fixpunkt besitzt.

3. T bildet zunächst C1,β(Ω) → C2,γ(Ω) ab. C2,γ(Ω) ist kompakt in C1,β(Ω) eingebettet.
Diese Eigenschaft führt zu der Aussage, dass T als Abbildung von C1,β(Ω) in C1,β(Ω)
kompakt ist.

4. Für Lösungen der Gleichungen

u = λTu, 0 < λ < 1 ,

gilt die a-priori Abschätzung (siehe [5])

‖u‖C1,β(Ω) ≤ c .

Nach dem Schäferschen Fixpunktsatz besitzt T einen Fixpunkt u ∈ C1,β(Ω), der
Lösung des RandwertproblemsAu = (f, g) ist.

5. Es muss noch gezeigt werden, dass die Lösung u ∈ C1,β(Ω) sich in C2,α(Ω) befindet.
Im 2.Schritt haben wir gesehen, dass u ∈ C2,γ(Ω) ist. Daher sind die Koeffizienten Aij

für dieses u ∈ Cα(Ω). Nach einem weiteren Satz von Schauder ist u ∈ C2,α(Ω).



Kapitel 2

Theorie monotoner Operatoren

Wir sehen uns zunächst eine elementare Aussage für reelle Funktionen einer reellen Varia-
blen an.
Sei f : R → R mit den Eigenschaften

• f ist monoton wachsend

• f ist stetig

• f ist koerziv, d.h. f(u) → ±∞, falls u→ ±∞.

Dann besitzt die Gleichung

f(u) = b

für alle b ∈ R eine Lösung u ∈ R.
Falls f strikt monoton ist, dann ist die Lösung eindeutig.

2.1 Monotonie und Stetigkeit

Dieses Resultat wird auf Abbildungen in Banachräumen verallgemeinert. Hierbei geht man
davon aus, dass für monoton wachsende Funktionen f : R → R gilt

(f(x) − f(y))(x − y) ≥ 0 für allex, y ∈ R .

Definition 5 Es sei V ein Banachraum, V ′ sein Dualraum und A : V → V ′.

a) A ist monoton⇔ 〈Au−Av, u− v〉 ≥ 0 ∀u, v ∈ V .

b) A ist strikt monoton⇔ 〈Au −Av, u− v〉 > 0 ∀u, v ∈ V, u 6= v.

c) A ist gleichmäßig monoton⇔ 〈Au−Av, u− v〉 ≥ b(‖u− v‖)‖u− v‖ ∀u, v ∈ V , wobei b
steng monoton wachsend ist, b(0) = 0, b(t) → ∞ für t→ ∞.

d) A ist stark monoton⇔ ∃c > 0, so dass 〈Au−Av, u − v〉 ≥ c‖u− v‖2 ∀u, v ∈ V .

e) A ist koerziv⇔ 〈Au,u〉
‖u‖ → ∞ für ‖u‖ → ∞.

39
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Satz 21

d) ⇒ c)
⇒ b) ⇒ a)
⇒ e)

Beweis:

d) ⇒ c): Man setze b(t) = ct.
c) ⇒ e): Es ist

〈Au, u〉 = 〈Au−A0 +A0, u− 0〉

= 〈Au−A0, u− 0〉 + 〈A0, u− 0〉

≥ b(‖u‖)‖u‖ − ‖A0‖‖u‖

Daraus folgt

〈Au, u〉

‖u‖
≥ b(‖u‖)− ‖A0‖ → ∞ für ‖u‖ → ∞ .

Die Aussagen b) ⇒ a), c) ⇒ b) sind trivial.

Beispiel:

Die Abbildung A : R → R, (siehe Abbildung 2.1)

A(u) =

{
|u|p−2u für u 6= 0
0 für u = 0

ist

• strikt monoton, falls p > 1 ist,

• stark monoton, falls p = 2 ist,

• gleichmäßig monoton, falls p ≥ 2 ist.

Es ist nämlich

〈Au−Av, u − v〉 = (|u|p−2u− |v|p−2v)(u − v) .

Damit ist die Aussagen für p = 2 offensichtlich.
Wir unterscheiden zwei Fälle:
1.Fall: 0 ≤ v ≤ u

Dann ist für p ≥ 2

up−1 − vp−1 =

u−v∫

0

(p− 1)(t+ v)p−2 dt = (t+ v)p−1|u−v
0

≥

u−v∫

0

(p− 1)tp−2 dt = (u− v)p−1

und

〈Au−Av, u − v〉 = (up−1 − vp−1)(u − v) ≥ b(|u− v|)|u− v| für b(t) = tp−1 .
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u

A(u)

p = 2
p ≤ 2

p ≥ 2

Abbildung 2.1: Die Funktion A(u)

Ist p > 1, dann gilt

〈Au−Av, u − v〉 = (up−1 − vp−1)(u − v) > 0 für u 6= v .

2.Fall: v ≤ 0 ≤ u

Für p ≥ 2 gilt up−1 + |v|p−1 ≥ c(u+ |v|)p−1 und daher

〈Au−Av, u − v〉 = (up−1 + |v|p−1)(u − v) ≥ c(u+ |v|)p−1(u− v)

= c|u− v|p−1|u− v| .

Für p > 1 erhalten wir

〈Au−Av, u − v〉 = (up−1 + |v|p−1)(u + |v|) > 0 für u 6= v .

Als nächste Eigenschaft sehen wir uns die Stetigkeit an.

Definition 6 Sei V ein reeller reflexiver Banachraum, A : V → V ′.

(i) A ist demistetig, falls

un → u inV ⇒ Aun ⇀ Au inV ′ fürn→ ∞.

(ii) A ist hemistetig, falls für alle u, v, w ∈ V die Funktion

t→ 〈A(u + tv), w〉V

im Intervall [0, 1] stetig ist.

(iii) A ist stetig, falls

un → u inV ⇒ Aun → Au inV ′ fürn→ ∞ .
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(iv) A ist stark stetig, falls

un ⇀ u inV ⇒ Aun → Au inV ′ n→ ∞ .

(v) A ist beschränkt, falls A beschränkte Mengen in V in beschränkte Mengen in V ′ abbildet.

(vi) A ist lokal beschränkt, falls jedes Element u ∈ V eine Umgebung besitzt, die durch A in eine
beschränkte Menge in V ′ abgebildet wird.

Bemerkung:

Es gilt:
A ist stark stetig ⇒ A ist stetig ⇒ A ist demistetig ⇒ A ist hemistetig. (Übung)

IstA ein linearer Operator, dann ist die Stetigkeit äquivalent zur Beschränktheit. Wir wollen
nun untersuchen, wie Beschränktheit (bzw. Kompaktheit) und Stetigkeit im nichtlinearen
Fall zusammenhängen.

Lemma 5 Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum, A : V → V ′. Es gelten die folgenden Aussa-
gen:

(i) Ist A stark stetig, dann ist A kompakt.

(ii) Ist A demistetig, dann ist A lokal beschränkt.

(iii) Ist A monoton, dann ist A lokal beschränkt.

(iv) Ist A monoton und hemistetig, dann ist A demistetig.

Beweis:

(i): SeiM ⊂ V beschränkt, A(M) sei das Bild von M . Wir betrachten eine beliebige Fol-
ge (Aun)n aus A(M). Die Folge der Urbilder (un)n ist beschränkt. Da V reflexiv ist,
existiert eine schwach konvergente Teilfolge (unk

)k, unk
⇀ u für k → ∞. Nach Vor-

aussetzung giltAunk
→ Au, d.h. eine beliebige Folge (Aun)n enthält eine konvergente

Teilfolge (Aunk
).

(ii): Wir nehmen an, A sei nicht lokal beschränkt, d.h. es gibt ein u ∈ V und eine Folge

un ∈ V mit un
V
→ u, so dass

‖Aun‖V ′ → ∞ fürn→ ∞ . (2.1)

Nach Voraussetzung gilt Aun ⇀ Au, d.h. wegen der Reflexivität gilt

〈Aun, v〉 → 〈Au, v〉 für alle v ∈ V .

Damit ist das System beschränkter linearer Operatoren Bn = Aun ∈ V ′ punktweise
beschränkt:

sup
n>n0

|〈Bn, v〉| <∞ .

Aus dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit folgt

sup
n>n0

‖Bn‖V ′ = ‖Aun‖V ′ <∞ .

Dies ist ein Widerspruch zu (2.1).
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(iii) Auch in diesem Fall nehmen wir an, dass A nicht lokal beschränkt sei, d.h. un
V
→ u,

jedoch ‖Aun‖V ′ → ∞ für n→ ∞. Wir setzen

an :=
1

1 + ‖Aun‖V ′‖u− un‖V

.

Aus der Monotonie von A folgt:

0 ≤ 〈Aun −Av, un − v〉 = 〈Aun −Av, (un − u) + (u− v)〉

und damit

〈Aun, v − u〉 ≤ 〈Aun, un − u〉 − 〈Av, un − v〉 .

Multiplikation mit an liefert

an〈Aun, v − u〉 ≤ an‖Aun‖V ′‖un − u‖V − an〈Av, un − v〉

≤ 1 + an〈Av, v − un〉

≤ 1 + ‖Av‖V ′(‖v − u‖V +
1

2
) . (2.2)

Hierbei haben wir benutzt, dass

an‖Aun‖V ′‖un − u‖V ≤ 1, an ≤ 1

und

‖un − v‖ ≤ ‖u− un‖ + ‖u− v‖ ≤
1

2
+ ‖u− v‖

für genügend großes n ist. Ersetzen wir in dieser Abschätzung v durch 2u − v, dann
erhalten wir

−an〈Aun, v − u〉 ≤ 1 + ‖A(2u− v)‖V ′(‖v − u‖V +
1

2
) . (2.3)

Für w = v − u ergibt sich aus (2.2), (2.3)

|an〈Aun, w〉| ≤ 1 + max{‖A(w + u)‖V ′ , ‖A(−w + u)‖V ′}(‖w‖V +
1

2
) .

Daher sind die stetigen linearen Abbildungen

anAun : V → R

punktweise beschränkt.
Aus dem Prinzip über die gleichmäßige Beschränktheit folgt

sup
n
‖anAun‖V ′ ≤ const(u) = c(u) .

Damit ist

‖Aun‖V ′ ≤
c(u)

an

= c(u)(1 + ‖Aun‖V ′‖un − u‖) ,

also

‖Aun‖V ′(1 − c(u)‖un − u‖) ≤ c(u) ,

und somit

‖Aun‖V ′ ≤
c(u)

1 − c(u)‖un − u‖
≤ 2c(u) fürn > n0 .

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass ‖Aun‖V ′ → ∞ für n→ ∞.

(iv) Den Beweis von (iv) holen wir später im Anschluss an Lemma 6 nach.
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2.2 Der Satz von Browder und Minty

Unser Ziel ist, den folgenden Hauptsatz von Browder undMinty für monotone Operatoren
zu beweisen:

Satz 22 (Browder, Minty, 1963) Sei V ein reflexiver Banachraum mit abzählbarer Basis,
A : V → V ′. Es gelte

• A ist monoton, d.h 〈Au−Av, u − v〉V ≥ 0, ∀u, v ∈ V

• A ist hemistetig, d.h. die Abbildung t : 〈A(u + tv), w〉X ist stetig im Intervall [0, 1] für alle
u, v, w ∈ X .

• A ist koerziv, d.h. lim‖u‖V →∞
〈Au,u〉V

‖u‖ = ∞.

Dann existiert für alle f ∈ V ′ ein u ∈ V , so dass

Au = f ,

d.h. 〈Au, v〉 = 〈f, v〉 für alle v ∈ V ist.

Beweisskizze: Ohne auf technische Einzelheiten einzugehen, skizzieren wir zunächst den
Beweis.

1.Schritt: Galerkin Approximation, Anwendung des Brouwerschen Fixpunktsatzes:
Da V eine abzählbare Basis (wi)i∈N besitzt, gilt

V = ∪∞
n=1Vn ,

Vn = span {w1, . . . , wn}. Der Fixpunktsatz von Brouwer sichert die Existenz von Galer-
kinlösungen un mit 〈Aun, vn〉 = 〈f, vn〉 ∀vn ∈ Vn.
2.Schritt:A-priori Abschätzung
Es ist zu zeigen, dass die Folge der Galerkinlösungen beschränkt ist.
3.Schritt: Schwache Konvergenz
Da V reflexiv ist, besitzt die beschränkte Folge von Galerkinlösungen (un)n eine schwach
konvergente Teilfolge (unk

)k

unk
⇀ u .

Es ist zu zeigen, dass u eine Lösung von Au = f ist.
Beim Beweis des 3.Schrittes spielt ein Lemma von Minty eine entscheidende Rolle.

Lemma 6 (Lemma von Minty (1962)) [6, S.57] Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum
und A : V → V ′ ein hemistetiger und monotoner Operator. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) A ist maximal monoton, d.h. seien u ∈ V, f ∈ V ′ und

〈f −Av, u− v〉V ≥ 0 ∀ v ∈ V , (2.4)

dann folgt Au = f .

(ii) A genügt der Bedingung (M), d.h. aus

un ⇀ u inV (2.5)

Aun ⇀ f inV ′ (2.6)

〈Aun, un〉V → 〈f, u〉V (2.7)

für n→ ∞ folgt Au = f .
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(iii) Aus

un ⇀ u inV (2.8)

Aun → f inV ′ (2.9)

bzw.

un → u inV (2.10)

Aun ⇀ f inV ′ (2.11)

folgt Au = f .

Beweis des Lemmas von Minty:

(i) Sei w ∈ V beliebig. Wir setzen in (2.4) v = u− tw, t > 0 ein. Wir erhalten

〈f −A(u − tw), tw〉 ≥ 0 ⇒ 〈f −A(u − tw), w〉 ≥ 0,

und damit für t→ 0

〈f −Au,w〉 ≥ 0 ∀w ∈ V .

Ersetzen wir w durch −w, so ergibt sich

〈f −Au,w〉 ≤ 0 ∀w ∈ V

und daher

〈f −Au,w〉 = 0 ∀w ∈ V .

(ii) A ist monoton, d.h. ∀ v ∈ V, n ∈ N, gilt

0 ≤ 〈Aun −Av, un − v〉 = 〈Aun, un〉 − 〈Av, un〉 − 〈Aun −Av, v〉 .

Aus (2.5) folgt 〈Av, un〉 → 〈Av, u〉, aus (2.7) 〈Aun, un〉 → 〈f, u〉, aus (2.6)
〈Aun, v〉 → 〈f, v〉 für n→ ∞.
Daher gilt

0 ≤ 〈f, u〉 − 〈Av, u〉 − 〈f −Av, v〉 = 〈f −Av, u− v〉 .

Damit ist Amaximal monoton und aus (i) folgt die Behauptung (ii).

(iii) Wir zeigen, dass (2.4) gilt:

〈Aun, un〉V → 〈f, u〉V . (2.12)

Dann sind die Voraussetzungen von (ii) erfüllt und (iii) folgt. Wesentlich wird dabei
die folgende Aussage sein:
Sei X ein Banachraum und xn ⇀ x. Dann gibt es eine Konstante c, so dass

‖xn‖X ≤ c . (2.13)

Wir nehmen jetzt an, (2.8) und (2.9) gelten.
Dann ist

|〈Aun, un〉 − 〈f, u〉| ≤ |Aun, un〉 − 〈f, un〉| + |〈f, un − u〉|

= |〈Aun − f, un〉| + |〈f, un − u〉|

≤ ‖Aun − f‖V ′‖un‖V + |〈f, un − u〉| .



46 KAPITEL 2. THEORIE MONOTONER OPERATOREN

Die rechte Seite konvergiert gegen Null wegen (2.13), (2.8) und (2.9).
Wir betrachten nun die Voraussetzungen (2.10) und (2.11) und schätzen folgenderma-
ßen ab

|〈Aun, un〉 − 〈f, u〉| ≤ |〈Aun, un〉 − 〈Aun, u〉| + |〈Aun, u〉 − 〈f, u〉|

= |〈Aun, un − u〉| + |〈Aun − f, u〉|

≤ ‖Aun‖V ′‖un − u‖V + |〈Aun − f, u〉| .

Zusammen mit (2.13) folgt die Aussage.

Nun sind wir auch in der Lage, die Aussage (iv) von Lemma 5 zu beweisen: Ist Amonoton
und hemistetig, dann ist A demistetig.

Beweis von Aussage (iv) des Lemmas 5

Sei (un)n eine konvergente Teilfolge in V , un → u. Da A monoton ist, ist die Folge (Aun)n

beschränkt (Ausssage (iii) des Lemmas 5). Daher gibt es eine schwach konvergente Teilfol-
ge (Aunk

), Aunk
→ f für k → ∞. Die Voraussetzungen (2.10) und (2.11) sind damit für

diese Teilfolge erfüllt und daher ist nach (iii) des Lemmas von Minty Au = f . Damit gilt
Aunk

⇀ Au. Wir überlegen nun, dass für die gesamte Folge un gilt, dass Aun ⇀ Au. Dies
folgt aus der Tatsache, dass alle schwach konvergenten Teilfolgen von (Aun) zum gleichen
Grenzwert konvergieren. Wir führen dies genauer aus.

Nehmen wir indirekt an, dass ein v̂ ∈ V existiert, so dass 〈Aun −Au, v̂〉 6→ 0. Dann existiert
ein ε0 > 0 und eine Teilfolge (unj

) von (un), nj = nj(ε0), so dass

〈Aunj
−Au, v̂〉 > ε0 . (2.14)

Da unj
→ u gibt es wiederum eine Teilfolge (unji

) von (unj
), so dassAunji

⇀ Au. Für diese
Teilfolge gilt ebenfalls (2.14) und damit haben wir einen Widerspruch erhalten.

Hauptsatz von Browder und Minty

Satz 23 Sei V ein reeller, reflexiver Banachraum mit einer abzählbaren Basis {wi}i∈N.
A : V → V ′ sei monoton, koerziv und hemistetig. Dann existiert für alle f ∈ V ′ eine Lösung u ∈ V

von

Au = f . (2.15)

Die Lösungsmenge ist abgeschlossen, beschränkt und konvex. Falls A strikt monoton ist, dann ist
die Lösung von (2.15) eindeutig bestimmt.

Beweis:

1.Schritt: Galerkin Approximation
Sei Vn = span {w1, . . . , wn}. un =

∑n
k=1 c

n
kwk ist Galerkin-Lösung, falls

〈Aun − f, wk〉 = 0 für k = 1, 2, . . . , n . (2.16)

(2.16) kann geschrieben werden als

〈A(

n∑

k=1

cnkwk) − f, wk〉 = 0 für k = 1, 2, . . . , n (2.17)
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und ist ein nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung eines Vektors~cn = (cn1 , . . . , c
n
n)⊤.

Setzen wir

gk(~cn) = 〈A(

n∑

k=1

cnkwk) − f, wk〉 ,

dann lässt sich (2.17) schreiben als

~g(~cn) = ~0 . (2.18)

Da Amonoton und hemistetig ist und damit nach Lemma 5 (iv) Demistetigkeit vorliegt, ist
~g : Rn → Rn stetig. Dies beruht auf der Tatsache, dass in endlich dimensionalen Räumen
starke und schwache Konvergenz übereinstimmen.
Um die Lösbarkeit von (2.18) zu untersuchen, wenden wir den Satz von Brouwer für nicht-
lineare Gleichungssystem (Satz 12) an. Dazu müssen wir zeigen, dass es eine Konstante
r = r(n) gibt, so dass gilt

~g(~cn) · ~cn ≥ 0 für alle~cn mit |~cn| = r(n) . (2.19)

Es ist

~g(~cn) · ~cn =

n∑

k=1

〈Aun − f, cnkwk〉 = 〈Aun − f, un〉

= 〈Aun, un〉 − 〈f, un〉 .

Da A koerziv ist, d.h. 〈Au,u〉
‖u‖V

→ ∞ für ‖u‖V → ∞, gibt es ein R > 0 so dass

〈Au, u〉 ≥ (1 + ‖f‖V ′)‖u‖V für ‖u‖V ≥ R .

Wir betrachten jetzt ~cn mit

|~cn| = r(n) =
R

k(n)
,

wobei k(n) als folgendeNormäquivalenzkonstante im endlichdimensionalen Raum zuwählen
ist: Für un =

∑n
k=1 c

n
kwk gilt

‖un‖ = ‖
n∑

k=1

cnkwk‖ ≥ k(n)|~cn|.

Damit ist ‖un|‖ ≥ R, falls |~cn| = R
k(n) ist.

Daraus folgt
〈Aun, un〉 ≥ (1 + ‖f‖V ′)‖un‖

und schließlich

~g(~cn) · ~cn = 〈Aun, un〉 − 〈f, un〉 ≥ (1 + ‖f‖V ′)‖un‖ − ‖f‖V ′‖un‖ = ‖un‖ ≥ 0.

Satz 12 liefert die Existenz einer Lösung von (2.18) mit

|~c∗
n
| ≤ r(n) =

R

k(n)

und für das entsprechende u∗n =
∑n

k=1 c
∗n
kwk gilt

‖u∗n‖V ≤ k∗(n)|~c∗
n
| ≤ R∗ . (2.20)
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Damit haben wir die Existenz eine Galerkinlösung un = u∗n ∈ Vn gezeigt.

2.Schritt: Beschränktheit von A(un)
Lemma 5 (iii) sichert uns zunächst die lokale Beschränktheit, da Amonoton ist, d.h. es gibt
ein R0 > 0 und ein δ > 0, so dass

‖v‖V ≤ R0 ⇒ ‖Av‖V ′ ≤ δ . (2.21)

Da 〈Aun, un〉 = 〈f, un〉 ist, erhalten wir

|〈Aun, un〉| ≤ ‖f‖V ′‖un‖
(2.20)

≤ ‖f‖V ′R∗ . (2.22)

Nun ist 〈Aun −Av, un − v〉 ≥ 0, also

〈Aun, v〉 ≤ 〈Aun, un〉 + 〈Av, v〉 − 〈Av, un〉 .

Es folgt

‖Aun‖V ′ = sup
v∈V

‖v‖=R0

1

R0
〈Aun, v〉 ≤ sup

v∈V
‖v‖=R0

1

R0
(〈Av, v〉 + 〈Aun, un〉 − 〈Av, un〉)

(2.22)

≤ sup
v∈V

‖v‖=R0

1

R0
(‖Av‖V ′‖v‖V + ‖f‖V ′R∗ + ‖Av‖R∗)

(2.21),(2.22)

≤ δ + ‖f‖V ′

R∗

R0
+ δ

R∗

R0
. (2.23)

3.Schritt: Konvergenz der Galerkin-Lösung
Wir wollen zeigen, dass eine Teilfolge unk

existiert, so dass

unk
⇀ u in V , (2.24)

Aunk
⇀ f in V ′ , (2.25)

〈Aunk
, unk

〉V → 〈f, u〉V . (2.26)

Aus dem Lemma von Minty (ii) folgt Au = f . Wir betrachten die Folge der Galerkin-
Lösungen (un). Für w ∈ ∪∞

n=1Vn gibt es ein n0, so dass w ∈ Vn0 . Für n ≥ n0 ist nach (2.16)

〈Aun, w〉 = 〈f, w〉

und damit

lim
n→∞

〈Aun, w〉 = 〈f, w〉 ∀w ∈ ∪∞
n=1Vn . (2.27)

Nun sind die Folgen (un) in V und (Aun) in V ′ beschränkt. Wir bemerken, dass V ′ ebenfalls
reflexiv ist. Daher finden wir eine Teilfolge (unk

) von (un), so dass

unk
⇀ u für k → ∞ , (2.28)

Aunk
⇀ g für k → ∞ . (2.29)

Wir überlegen, dass g = f ist.
Die Relationen (2.27) und (2.28) liefern für w ∈ ∪∞

n=1Vn

lim
k→∞

〈Aunk
, w〉 = 〈f, w〉 .

Die Relation (2.29) besagt

lim
k→∞

〈Aunk
, w〉 = 〈g, w〉 .
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Also ist 〈f−g, w〉 = 0 auf∪∞
n=1Vn. Nach dem Satz vonHahn/Banach gilt auch 〈f−g, w〉 = 0

auf V = ∪∞
n=1Vn. Schließlich gilt für die Galerkin-Lösungen

〈Aunk
, unk

〉 = 〈f, unk
〉

und

lim
k→∞

〈Aunk
, unk

〉 = lim
k→∞

〈f, unk
〉
(2.28)
= 〈f, u〉 .

4.Schritt: Eigenschaften der Lösungsmenge
Sei f ∈ V ′ undM = {u ∈ V : Au = f}.M besitzt folgende Eigenschaften

(i) M 6= ∅.

(ii) M ist beschränkt.
Dies folgt aus der Koerzitivität von A. Falls M nicht beschränkt wäre, dann gäbe es
für alle R > 0 ein u ∈M mit ‖u‖ ≥ R > 0.
Wir haben jedoch (siehe 1.Schritt des Beweises)

0 = 〈Au, u〉 − 〈f, u〉 ≥ (1 + ‖f‖V ′)‖u‖ − ‖f‖V ′‖u‖ = ‖u‖ > 0 .

(iii) M ist konvex.
Seien u1 und u2 ∈M . Wir zeigen, dass auch die Konvexkombination
w = tu1 + (1 − t)u2, 0 ≤ t ≤ 1 ausM ist.
Sei v ∈ V . Aus der Monotonie von A folgt:

〈f −Av,w − v〉 = 〈f −Av, tu1 + (1 − t)u2 − (t+ 1 − t)v〉

= 〈f −Av, t(u1 − v)〉 + 〈f −Av, (1 − t)(u2 − v)〉

= t〈Au1 −Av, (u1 − v)〉 + (1 − t)〈Au2 −Av, u2 − v〉

≥ 0 .

Aus dem Lemma von Minty (i) folgt, dass Aw = f ist.

(iv) M ist abgeschlossen.
Sei (un) eine konvergente Folge inM , d.h. un → u,Aun = f . Wir müssen zeigen, dass
Au = f ist.
Es ist für ein beliebiges v ∈ V

〈f −Av, u − v〉 = lim
n→∞

〈f −Av, un − v〉 = lim
n→∞

〈Aun −Av, un − v〉

≥ 0 .

Wir wenden wieder das Lemma von Minty (i) an und erhalten f = Au.

(v) Eindeutigkeit
A sei strikt monoton. Dann bestehtM aus genau einem Element (Übung!).
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2.3 Der Nemyckii-Operator

Wir wollen den Hauptsatz über monotone Operatoren auf quasilineare Differentialglei-
chungen (linear in den höchsten Ableitungen) anwenden. Quasilineare Differentialglei-
chungen 2.Ordnung sind z.B.

Au(x) = −div~a(x, u,∇u) + a0(x, u,∇u) = f(x) inΩ ⊂ R
n . (2.30)

Zu diesen gehört auch die p-Laplace Gleichung (c = 0)

Au(x) = −div (|∇u(x)|p−2∇u(x)) + cu(x) = f(x) inΩ ⊂ R
n . (2.31)

Fügen wir noch eine Dirichlet-Randbedingung hinzu

u(x) = 0 auf ∂Ω ,

so können wir schwache Formulierungen einführen:

Gesucht ist ein u ∈
◦

W 1,p(Ω) = V , so dass

〈Au, v〉 =

∫

Ω

(~a(x, u,∇u) · ∇v + a0(x, u,∇u)v) dx = 〈f, v〉 (2.32)

bzw.

〈Au, v〉 =

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u · ∇v + cuv) dx = 〈f, v〉 (2.33)

für alle v ∈ V ist.
Zunächst müssen wir garantieren, dass die Integrale in (2.32) und (2.33) für ein u ∈ V =
◦

W 1,p(Ω) wohl definiert sind. Dazumuss ~a gewissenWachstumsbedingungen genügen (sie-
he auch (1.50)). Um dies zu beschreiben führt man denNemyckii-Operator F : X → Y als
Abbildung des FunktionenraumesX in den Funktionenraum Y für eine gegebene Funktion
f ein:

(F~u)(x) := f(x, ~u(x)) (2.34)

~u : Ω ⊆ R
d → R

n, f : Ω × R
n → R . (2.35)

Wir erläutern das etwas genauer:

Wir bezeichnen mit Xg = Xg(A,B) die Menge gewisser Abbildungen g : A → B. Xg kann ein
Funktionenraum sein, z.B.Xg = Lp(Ω,R) = {g : Ω → R,

∫

Ω
|g|p dx <∞}.

Wir betrachten nun die Abbildungen

u : A→ B, u ∈ Xu = Xu(A,B),

x→ u(x)

f : A×B → C, f ∈ Xf = Xf (A×B,C),

(x, u(x)) → f(x, u(x)).

Der von f induzierte Nemyckii-Operator F (auch Überlagerungsoperator genannt) wird wie folgt
eingeführt:

F : Xu → XF (u), F ∈ XF = XF (Xu, XF (u)),

u→ f(·, u(·)) = F (u)

F (u) : A→ C, F (u) ∈ XF (u) = XF (u)(A,C),

x→ F (u)(x) = f(x, u(x)).
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Die Verbindung zu den Gleichungen (2.33) und (2.34) wird durch die Wahl vonX = Xu,

Y = XF (u), A = Ω, B = Rn, C = R realisiert. Wie die Räume X , Y und XF aussehen, wird jetzt
diskutiert.

Wir nehmen an, dass f der Carathéodory-Bedingung und einerWachstumsbedingung genügt:

Carathéodory-Bedingung (C):
f(·, ~η) : x→ f(x, ~η) ist messbar auf Ω für alle ~η ∈ Rn.

f(x, ·) : ~η → f(x, ~η) ist stetig auf Rn für fast alle x ∈ Ω.

Wachstumsbedingung (W):

|f(x, ~η)| ≤ |a(x)| + b

n∑

i=1

|ηi|
pi
q , b > 0, a ∈ Lq(Ω), 1 ≤ pi, q <∞, i = 1, . . . , n .

Lemma 7 f : Ω × Rn → R genüge den Bedingungen (C) und (W). Dann ist der Nemyckii-
Operator (2.34)

F : Πn
i=1L

pi(Ω) = X → Lq(Ω) = Y

wohl definiert, stetig und beschränkt. Weiterhin gilt die Abschätzung

‖F~u‖Lq(Ω) ≤ c(‖a‖Lq(Ω) +

n∑

i=1

‖ui‖
pi
q

Lpi(Ω)) .

Damit ist F ∈ C(Πn
i=1L

pi(Ω), Lq(Ω)) = XF (X,Y ) = C(X,Y ).

Beweis:

Wir beschränken uns auf den Fall n = 1, u = u1, p = p1.

1. Messbarkeit von Fu
Da u ∈ Lp(Ω) ist, ist die Funktion x → u(x) Lebesgue-messbar auf Ω. Daher gibt es eine
Folge (un)n von Treppenfunktionen mit

un → u f.ü. inΩ .

Es folgt

(Fu)(x) = f(x, u(x))
(C)
= lim

n→∞
f(x, un(x)) .

Die Abbildungen x → f(x, un(x)) sind messbar und der Grenzwert messbarer Funktionen
ist messbar.
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2. Beschränktheit von F
Sei u ∈ Lp(Ω). Dann ist

‖Fu‖q

Lq(Ω) =

∫

Ω

|f(x, u(x))|q dx

(W )

≤

∫

Ω

(|a(x)| + b|u(x)|
p
q )q dx

≤ c

∫

Ω

(|a(x)|q + bq|u(x)|p) dx

≤ ĉ(‖a‖q

Lq(Ω) + ‖u‖p

Lp(Ω)) .

Damit bildet F : Lp(Ω) → Lq(Ω) ab.

3.Stetigkeit von F

Wir betrachten eine konvergente Folge in Lp(Ω), un
Lp(Ω)
→ u. Wir müssen zeigen, dass

F (un)
Lq(Ω)
→ F (u) .

Es existiert ein Teilfolge (unk
), die f.ü. in Ω punktweise konvergiert.

Aus (C) folgt, dass

Funk
(x) → Fu(x) f.ü. inΩ .

Können wir zeigen, dass |gnk
(x)| = |Funk

(x) − Fu(x)|q ≤ hnk
(x) für fast alle x ∈ Ω und

∫

Ω

hnk
(x) dx→

∫

Ω

h(x) dx für k → ∞ ,

dann gilt nach dem Lebegueschen Satz über die majorisierte Konvergenz, dass gnk

L1(Ω)
→ 0,

d.h. Funk

Lq(Ω)
→ Fu konvergiert.

Es ist

|gnk
(x)| = |Fnk

(x) − Fu(x)|q = |f(x, unk
(x)) − f(x, u(x))|q

≤ c(|a(x)|q + bq|unk
(x)|p + |f(x, u(x))|q) =: hnk

(x) .

Bemerkung:

Betrachtenwir partielle Differentialgleichungen, z.B. (2.31), dann ist derNemyckii-Operator
vektorwertig und ~u durch∇u zu ersetzen

~F (∇u(x)) = ~a(x,∇u(x)) = |∇u|p−2∇u .

Die Wachstumsbedingung für ~a lautet dann

|~a(x, η)| ≤ |~α(x)| + b

n∑

i=1

|ηi|
pi
q .
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Die p-Laplace Gleichung

Wir wenden den Satz von Browder und Minty an, um die Lösbarkeit des folgenden Rand-
wertproblems zu untersuchen, 1 < p <∞, s ≥ 0:

−div (|∇u|p−2∇u) + su = f inΩ , (2.36)

u = 0 auf ∂Ω . (2.37)

Der OperatorA(u) = div (|∇u|p−2∇u) wird p-Laplace-Operator genannt. Für p = 2 erhalten
wir den Laplace-Operator.Ω sei ein beschränktes Gebiet im Rn, ∂Ω sei Lipschitz-stetig. Wir

wählen als kanonischen Raum V =
◦

W 1,p(Ω). Die schwache Formulierung von (2.36) und
(2.37) lautet:
Für f ∈ V ′ finde ein u ∈ V , so dass

〈Au, v〉 =

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u · ∇v + suv) dx = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V . (2.38)

Wir überzeugen uns, dass A : V → V ′ wohl definiert ist.

Lemma 8 Sei p > 2n
n+2 für s > 0 und p > 1 für s = 0. Dann ist A : V → V ′, V =

◦

W 1,p(Ω).

Beweis:

Wir betrachten zunächst den Fall s = 0.
Es ist für 1

p
+ 1

q
= 1

|〈Au, v〉| ≤

∫

Ω

|∇u|p−1|∇v| dx

Hölder
≤ (

∫

Ω

|∇u|(p−1)q dx)
1
q (

∫

Ω

|∇v|p dx)
1
p

q= p
p−1
= (

∫

Ω

|∇u|p dx)
1
q (

∫

Ω

|∇v|p dx)
1
p

= ‖∇u‖p−1
Lp(Ω)‖∇v‖Lp(Ω) ≤ c(u)‖v‖W 1,p(Ω) .

Für s > 0 müssen wir nur den Term
∫

Ω

uv dx, u, v ∈
◦

W 1,p(Ω)

betrachten. Wir zitieren dazu den Multiplikationssatz für Funktionen aus Sobolevräumen
[8, S.26]):
Sei Ω ein beschränktes Gebiet, das einer Kegelbedingung genügt:m,h, k ∈ N∪{0}, p, q, r ≥ 1 seien
reelle Zahlen, so dass

m+ h+ k

n
>

1

p
+

1

q
−

1

r
.

Weiterhin sei np
n−hp

≥ r, falls hp < n und nq
n−kq

≥ r, falls kq < n. Dann gilt für u ∈ Wm+h,p(Ω)

und v ∈Wm+k,q(Ω), dass uv ∈ Wm,r(Ω) ist, und es gibt eine von u und v unabhängige Konstante
C, so dass

‖uv‖m,r ≤ C‖u‖m+h,p‖v‖m+k,q . (2.39)
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Setzen wirm = 0, h = k = r = 1, p = q, dann erhalten wir für p > 2n
n+2

‖uv‖L1(Ω) ≤ c‖u‖W 1,p(Ω)‖v‖W 1,p(Ω) .

Wir zeigen jetzt, dass A : V → V ′ den Voraussetzungen des Satzes von Browder und Minty
genügt.

Lemma 9 Die Voraussetzungen von Lemma 8 seien erfüllt. Der durch (2.36) definierte Operator

A : V → V ′, V =
◦

W 1,p(Ω), ist strikt monoton, koerziv und stetig.

Beweis:

1.Schritt: A ist strikt monoton.

〈Au −Av, u− v〉 =

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v) · (∇u−∇v) dx+ s

∫

Ω

|u− v|2 dx

≥

∫

Ω

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v) · (∇u−∇v) dx

=

∫

Ω

(~g(~p(x)) − ~g(~q(x)) · [~p(x) − ~q(x)] dx (2.40)

für∇u(x) = ~p(x),∇v(x) = ~q(x), ~g(~η) = |~η|p−2~η.
Wir sehen uns den Integranden von (2.40) an.
Es ist

~g(~p) − ~g(~q) =

1∫

0

d

dτ
[~g(~q + τ(~p− ~q)] dτ

=

1∫

0

D~g(~q + τ(~p− ~q))(~p− ~q) dτ

mit

D~g = (|~η|p−2δij + (p− 2)|~η|p−4ηiηj)i,j .

Damit wird

[~g(~p) − ~g(~q)] · [~p− ~q] =

1∫

0

D~g (~q + τ(~p− ~q))
︸ ︷︷ ︸

~η

(~p− ~q)
︸ ︷︷ ︸

~y

·(~p− ~q) dτ .

Nun ist

D~g(~η)~y · ~y = |~η|p−2|~y|2 + (p− 2)|~η|p−4(~η · ~y)2

= |~η|p−2|~y|2(1 + (p− 2)
(~η · ~y)2

|~y|2|~η|2
)

≥ |~η|p−2|~y|2 min(1, p− 1) .

Es folgt

[~g(~p) − ~g(~q)] · (~p− ~q) ≥ c|~p− ~q|2
1∫

0

|~q + τ(~p− ~q)|p−2 dτ

> 0 für ~p 6= ~q
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und 〈Au −Av, u− v〉 > 0 für u 6= v.

2. A ist koerziv
Es ist

〈Au, u〉 =

∫

Ω

|∇u|p + s|u|2 dx ≥ ‖∇u‖p

Lp(Ω) ≥ c‖u‖p
V

und damit

〈Au, u〉

‖u‖V

≥ c‖u‖p−1
V → ∞ für ‖u‖V → ∞und p > 1 .

3. A ist stetig

Sei (uk) eine konvergente Folge in V, uk
V
→ u. Wir zeigen, das Auk → Au in V ′ konvergiert.

Dazu wenden wir Lemma 7 auf den Nemyckii-Operator

~F (∇u(x)) = ~F (~p)(x) = |~p(x)|p−2~p(x)

an. Da ~F (~p) = |~p|p−1 ~p
|~p| stetig ist (für ~p = ~0 stetig durch ~0 ergänzt) gilt die Bedingung (C)

und es ist die Bedingung (W) zu prüfen:

|~F (~p)| = |~f(~p)| = |~p|p−1 = |~p|
p
q für q =

p

p− 1
.

Die Voraussetzungen von Lemma 7 sind erfüllt und

~F : [Lp(Ω)]n → [Lq(Ω)]n ,

ist wohl definiert, stetig und beschränkt, d.h.

~F (∇uk) → ~F (∇u) in [Lq(Ω)]n für k → ∞ .

Weiterhin gilt

v ∈ [
◦

W 1,p(Ω)] = V ⊂ L2(Ω) für p >
2n

n+ 2
.

Wir erhalten für ein v ∈ V

〈Auk −Au, v〉 =

∫

Ω

[~F (∇uk) − ~F (∇u)] · ∇v dx+ s

∫

Ω

(uk − u)v dx

≤ c‖ ~F (∇uk) − ~F (∇u)‖[Lq(Ω)]n‖∇v‖[Lp(Ω)]n + s‖uk − u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ c‖ ~F (∇uk) − ~F (∇u)‖[Lq(Ω)]n‖∇v‖[Lp(Ω]n + s‖uk − u‖V ‖v‖V .

Es folgt

‖Auk −Au‖V ′ = sup
v∈V

‖v‖V =1

|〈Auk −Au, v〉|

≤ c(‖ ~F (∇uk) − ~F (∇u)‖[Lq(Ω)]n + ‖uk − u‖V ) → 0 für k → ∞ .

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 24 Sei p > 2n
n+2 für s > 0 und p > 1 für s = 0. Dann besitzt das schwach formulierte

Dirirchletproblem für den p-Laplace-Operator (2.36) eine eindeutig bestimmte Lösung u ∈
◦

W 1,p(Ω)
für jedes f ∈ V ′.
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2.4 Pseudomonotone Operatoren und der Satz von Brézis

Bei quasilinearen Differentialgleichungen können auch Terme niederer Ordnung auftreten,
die nicht monoton sind. Sehen wir uns z.B. das Randwertproblem

−div (|∇u|p−2∇u) + su = f inΩ ,

u = 0 auf ∂Ω

an, wobei s < 0 ist.
Um auch solche Probleme behandeln zu können, wurde der Begriff des pseudomonotonen
Operators eingeführt. Typische Beispiele sind Operatoren der Form

A = A1 +A2 ,

wobei A1 : V → V ′ ein monotoner, hemistetiger und A2 : V → V ′ ein stark stetiger (und
damit kompakter) Operator ist. Man spricht auch von kompakter Störung von A1 durch
A2.
Die Pseudomonotonie eines Operators ist eine Abschwächung der Monotonie in Verbin-
dungmit der Hemistetigkeit. Ziel ist, auch hier einenHauptsatz, den Satz von Brézis (1986),
zu beweisen:

Satz 25 (Satz von Brézis) Sei A : V → V ′ ein pseudomonotoner, beschränkter, koerziver
Operator, der einen reflexiven, reellen Banachraum V mit abzählbarer Basis in V ′ abbildet. Dann
existiert für alle f ∈ V ′ eine Lösung u ∈ V der Gleichung

Au = f .

Umden Begriff der Pseudomonotonie verständlich zumachen, erinnernwir an einigewich-
tige Eigenschaften von monotonen, hemistetigen Operatoren, siehe Lemma 5, Lemma von
Minty.

• Amonoton und hemistetig ⇒ A demistetig ⇒ A ist lokal beschränkt.

• Amonoton und hemistetig

un ⇀ u in V

Aun ⇀ f in V ′

〈Aun, un〉V → 〈f, u〉






⇒ Au = f (2.41)

Kurz: Falls Amonoton und hemistetig ist, dann gilt die Bedingung (M).
Die Aussage (2.41) wird jetzt modifiziert.

Definition 7 (Aussage M̂ ) Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum und A : V → V ′. A

genügt der Aussage (M̂ ), falls aus

un ⇀ u inV , (2.42)

Aun ⇀ f inV ′ , (2.43)

lim
n→∞

sup〈Aun, un〉 ≤ 〈f, u〉 (2.44)

folgt, dass Au = f ist.

Wir zeigen, dass die Aussage M̂ invariant unter kompakten Störungen ist.

Lemma 10 Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum, A : V → V ′, B : V → V ′. Dann gilt

(i) Ist A monoton und hemistetig, dann genügt A der Aussage (M̂ ).

(ii) Wenn A der Aussage (M̂ ) genügt und B ein stark stetiger Operator ist, dann genügt auch

A+B der Aussage (M̂ ).
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Beweis:

(i) Die Aussage (i) ist eine Variante der Aussage (ii) des Lemmas 6 vonMinty. Der Beweis
verläuft ähnlich. Sei (un) eine Folge aus V , für die (2.42), (2.43) und (2.44) gelten. Da
Amonoton ist, haben wir

0 ≤ 〈Aun −Av, un − v〉 = 〈Aun, un〉 − 〈Av, un〉 − 〈Aun −Av, v〉 .

Wir bilden den limn→∞ sup und erhalten wegen (2.42), (2.43) und (2.44)

0 ≤ 〈f, u〉 − 〈Av, u〉 − 〈f −Av, v〉 = 〈f −Av, u− v〉 .

Damit ist Amaximal monoton und aus dem Lemma 6 von Minty (i) folgt Au = f .

(ii) Für un ⇀ u gilt Bun → Bu in V ′. Daher erhalten wir

|〈Bun, un〉 − 〈Bu, u〉| = |〈Bun −Bu, un〉 + 〈Bu, un〉 − 〈Bu, u〉|

≤ ‖Bun −Bu‖‖un‖ + |〈Bu, un − u〉| → 0 . (2.45)

Somit gilt Aun +Bun ⇀ f +Bu = g und

lim
n→∞

sup〈Aun + Bun, un〉
(2.45)

≤ 〈f +Bu, u〉 = 〈g, u〉 .

Es folgt

lim
n→∞

sup〈Aun, un〉 ≤ 〈g −Bu, u〉

und

Au = g −Bu

Au +Bu = g .

Damit gilt die Eigenschaft (M̂ ) auch für A+B.

Definition 8 Sei V ein reeller, reflexiver Banachraum, A : V → V ′. A ist pseudomonoton, falls
aus

un ⇀ u inV , (2.46)

lim
n→∞

sup〈Aun, un − u〉V ≤ 0 , (2.47)

folgt

〈Au, u− v〉V ≤ lim
n→∞

inf〈Aun, un − v〉V ∀v ∈ V . (2.48)

Wir betrachten Beispiele und Eigenschaften von pseudomonotonen Operatoren.

Lemma 11 Sei V ein reeller reflexiver Banachraum, A,B : V → V ′. Es gilt

(a) Wenn A monoton und hemistetig ist, dann ist A pseudomonoton.

(b) Wenn A stark stetig ist, dann ist A pseudomonoton.

(c) Wenn A und B pseudomonoton sind, dann ist (A+B) pseudomonoton.

(d) Wenn A pseudomonoton ist, dann genügt A der Aussage (M̂ ).

(e) Wenn A pseudomonoton und lokal beschränkt ist, dann ist A demistetig.
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Beweis:

(a) Sei (un) eine Folge, so dass (2.46) und (2.47) gelten. Da Amonoton ist, erhalten wir

〈Aun −Au, un − u〉 ≥ 0

und

lim
n→∞

inf〈Aun, un − u〉 ≥ lim
n→∞

inf〈Au, un − u〉
(2.46)
= 0 .

Zusammen mit (2.47) folgt

lim
n→∞

(Aun, un − u) = 0 . (2.49)

Sei v ∈ V beliebig. Wir setzen w = u+ t(v − u), t > 0. Aus der Monotonie von A folgt

〈Aun −Aw, un − (u+ t(v − u))〉 ≥ 0

t〈Aun, u− v〉 ≥ −〈Aun, un − u〉 + 〈Aw, un − u〉 + t〈Aw, u − v〉 .

(2.46) und (2.49) liefern uns

lim
n→∞

inf t〈Aun, un − v〉 ≥ t〈Aw, u − v〉

lim
n→∞

inf〈Aun, un − v〉 ≥ 〈A(u + t(v − u)), u− v〉 .

Da A hemistetig ist, gilt für t→ 0+

lim
n→∞

inf〈Aun, un − v〉 ≥ 〈Au, u− v〉 .

(2.48) ist erfüllt und A ist pseudomonoton.

(b) A sei stark stetig, d.h. un ⇀ u und Aun → Au in V ′. Analog zu (2.45) erhalten wir
〈Aun, un〉 → 〈Au, u〉. Damit haben wir für ein beliebiges v ∈ V

lim
n→∞

〈Aun, un − v〉 = 〈Au, u− v〉 ,

d.h. (2.48) gilt.

(c) Wir müssen zeigen: Falls un ⇀ u in V und

lim
n→∞

sup〈(A+B)un, un − u〉V ≤ 0 , (2.50)

dann gilt

〈(A+B)u, u− v〉V ≤ lim
n→∞

inf〈(A+B)un, un − v〉V . (2.51)

Wir überlegen uns zunächst, dass aus (2.50)

lim
n→∞

sup〈Aun, un − u〉 ≤ 0 , (2.52)

lim
n→∞

sup〈Bun, un − u〉 ≤ 0 (2.53)

folgt. Wir nehmen an, dass (2.52) nicht gilt, d.h.

lim
n→∞

sup〈Aun, un − u〉 = a > 0 .

Dann folgt

lim
n→∞

sup〈Bun, un − u〉 ≤ −a .
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Die Pseudomonotonie von B liefert

〈Bu, u− v〉 ≤ lim
n→∞

inf〈Bun, un − v〉 . (2.54)

Für v = u erhalten wir aus (2.54)

0 ≤ lim
n→∞

inf〈Bun, un − u〉 ≤ lim
n→∞

sup〈Bun, un − u〉 ≤ −a ,

was zu einemWiderspruch führt.
Da A und B pseudomonoton sind, folgt aus (2.52) und (2.53) für einen beliebiges
v ∈ V

〈Au, u− v〉 ≤ lim
n→∞

inf〈Aun, un − v〉 (2.55)

〈Bu, u− v〉 ≤ lim
n→∞

inf〈Bun, un − v〉 . (2.56)

Addition von (2.55) und (2.56) führt zur Ungleichung (2.51).

(d) Sei (un) eine Folge, für die (2.42), (2.43) und (2.44) gelten. Wir müssen zeigen, dass
Au = f ist.
Aus (2.43) und (2.44) folgt

lim
n→∞

sup〈Aun, un − u〉 ≤ 〈f, u〉 − lim
n→∞

sup〈Aun, u〉 = 0 .

Die Pseudomonotonie von A besagt, dass für v ∈ V

〈Au, u− v〉 ≤ lim
n→∞

inf〈Aun, un − v〉
(2.44)

≤ 〈f, u〉 − lim
n→∞

inf〈Aun, v〉

(2.43)
= 〈f, u〉 − 〈f, v〉 = 〈f, u− v〉 . (2.57)

Ersetzen wir v durch 2u− v, dann ist

〈Au, v − u〉 = −〈Au, u− v〉 ≤ −〈f, u− v〉 ,

also

〈Au, u− v〉 ≥ 〈f, u− v〉 ∀ v ∈ V . (2.58)

Aus (2.57) folgt

〈Au, u− v〉 = 〈f, u− v〉

und damit

Au = f .

(e) Wir zeigen die Demistetigkeit von A, d.h.

un
V
→ u⇒ Aun

V ′

⇀ Au . (2.59)

Aus der lokalen Beschränktheit folgt, dass (Aun) beschränkt ist. Daher gibt es eine
Teilfolge (Aunk

) mit Aunk
⇀ f für k → ∞. Es gilt

lim
k→∞

〈Aunk
, unk

− u〉 = 0 . (2.60)

Die Pseudomonotonie von A besagt, dass aus (2.59) und (2.60) folgt

〈Au, u− v〉 ≤ lim
k→∞

inf〈Aunk
, unk

− v〉 = 〈f, u− v〉 .

Wie oben können wir schließen, dass Au = f ist, d.h.Aunk
⇀ Au für k → ∞. Dies gilt

für beliebige konvergente Teilfolgen (Aunk
) und daher erhalten wir Aun

V ′

⇀ Au.
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Beweis des Satzes von Brézis

Wir beweisen jetzt den Hauptsatz über pseudomonotone Operatoren.

Satz 26 Sei A : V → V ′ ein pseudomonotoner, beschränkter, koerziver Operator, der einen refle-
xiven, reellen Banachraum V mit abzählbarer Basis in V ′ abbildet. Dann existiert für alle f ∈ V ′

eine Lösung u ∈ V der Gleichung

Au = f .

Beweis:

Wir folgen den Beweisschritten des Satzes von Browder und Minty.
1.Schritt: Galerkin Approximation
Da nach Lemma 11 beschränkte, pseudomonotone Operatoren demistetig sind, erhalten
wir die Existenz einer Folge (un) von Galerkinlösungen, die gleichmäßig beschränkt sind.
2.Schritt:
Die Beschränktheit von (Aun)n folgt unmittelbar aus der Voraussetzung.
3.Schritt: Konvergenz des Galerkinverfahren
Aus der Reflexivität von V bzw. V ′ folgt, dass die beschränkten Folgen (un)n und (Aun)n

schwach konvergente Teilfolgen enthalten. Es kann aus diesen eine Teilfolge (unk
)k gewählt

werden, dass

unk
⇀ u inV für k → ∞ ,

Aunk
⇀ g inV ′ für k → ∞ .

Analoge Überlegungen wie im 3.Schritt des Beweises des Satzes von Browder und Minty
liefern g = f und schließlich

lim
k→∞

〈Aunk
, unk

〉 = 〈f, u〉 .

Die Aussage (M̂ ), die nach Lemma11 d) gilt, führt auf

Au = f .

Beispiele:

Wir betrachten das Dirichletproblem

−div (|∇u|p−2∇u) + g(u) = f inΩ (2.61)

u = 0 auf ∂Ω . (2.62)

Hierbei sei Ω ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand ∂Ω. Wir führen den

Raum V =
◦

W 1,p(Ω) ein und geben eine schwache Formulierung von (2.61) und (2.62) an:
Sei

〈A1u, v〉 =

∫

Ω

|∇|p−2∇u · ∇v dx (2.63)

〈A2u, v〉 =

∫

Ω

g(u)v dx . (2.64)
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Für ein f ∈ V ′ ist ein u ∈ V gesucht, so dass

〈A1u, v〉 + 〈A2u, v〉 = 〈f, v〉 ∀ v ∈ V . (2.65)

Damit das Integral (2.64) wohl definiert ist, d.h. g :
◦

W 1,p(Ω) → Lq(Ω), 1
q

+ 1
p

= 1, müssen

wir gewisse Wachstumsbedingungen an g stellen.
Lemma 7 garantiert:
Falls g : R → R stetig ist und die Abschätzung

|g(s)| ≤ c(1 + |s|p−1) ∀ s ∈ R (2.66)

gilt, dann bildet g : Lp(Ω) in Lq(Ω) ab und

‖g(u)‖Lq(Ω) ≤ c(1 + ‖u‖p−1
Lp(Ω)) ≤ c(1 + ‖u‖p−1

V )

Eigentlich brauchen wir aber nur, dass A2 : V → V ′. Wir wollen überlegen, ob das durch
allgemeinere Wachstumsbedingungen der Form (2.66) gesichert ist.

Lemma 12 Sei Ω ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand ∂Ω. g : R → R sei eine
stetige Funktion, die der Wachstumsbedingung

|g(s)| ≤ c(1 + |s|r−1) , 1 < r <∞ , (2.67)

genügt.
Ist 1 < p < n, dann fordern wir zusätzlich r < np

n−p
. Für p ≥ n kann r ∈ (1,∞) gewählt werden.

Dann bildet A2 : V in V ′ ab und ist beschränkt. Außerdem ist A2 stark stetig.

Beweis:

Wir erinnern zunächst an Einbettungssätze für Sobolevräume ([1, S.144]):

◦

W 1,p(Ω)
c
⊂ Lα(Ω) für p < n , 1 ≤ α <

np

n− p
, (2.68)

◦

W 1,p(Ω)
c
⊂ Lα(Ω) für p = n , 1 ≤ α <∞ , (2.69)

◦

W 1,p(Ω)
c
⊂ C(Ω) ⊂ Lα(Ω) für p > n , 1 ≤ α <∞ . (2.70)

Wir zeigen jetzt, dass A2 : V → V ′ beschränkt ist.
1.Fall: p < n, r < np

n−p

Es ist

|〈A2u, v〉| ≤ c

∫

Ω

|1 + |u|r−1||v| dx

Hölder
≤ c[

∫

Ω

|v| dx+ (

∫

Ω

|u|(r−1)r′

dx)
1
r′ (

∫

Ω

|v|r dx)
1
r ]

≤ c[‖v‖V + ‖u‖r−1
Lr(Ω)‖v‖Lr(Ω)]

(2.68),α=r

≤ c[1 + ‖u‖r−1
V ]‖v‖V .

2.Fall: p ≥ n.
Wir gehen analog vor und benutzen die Einbettungen (2.69) und (2.70).
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Wir überlegen nun, warum A2 stark stetig ist.
Sei (un)n eine schwach konvergente Folge in V , un ⇀ u. Wir müssen zeigen, dass die Bild-
folge (Aun)n stark in V ′ konvergiert. Aufgrund der kompakten Einbettungen (2.68), (2.69)
und (2.70) existiert eine Teilfolge (unk

), die in Lr(Ω) stark konvergiert

un ⇀ u inV

unk
→ u inLr(Ω) .

Nach Lemma 7 ist der zu g gehörige Nemyckii-Operator F : Lr(Ω) → Lr′

(Ω)wohl definiert,
stetig und beschränkt (man setze dort pi = r, q = r′, pi

q
= r − 1). Daher gilt

‖F (unk
− F (u)‖Lr′(Ω) = ‖g(unk

) − g(u)‖Lr′(Ω) → 0 für k → ∞ .

Damit wird

‖A2(unk
) −A2(u)‖V ′ = sup

v∈V
‖v‖=1

|〈A2(unk
) −A2(u), v〉|

≤ sup
v∈V

‖v‖=1

∫

Ω

|g(unk
) − g(un)||v| dx

≤ sup
v∈V

‖v‖=1

‖g(unk
) − g(un)‖Lr′(Ω)|v|Lr(Ω) .

Damit konvergiert A2(unk
) → A2(u) in V ′.

Diese Argumentation gilt für alle Teilfolgen (unk
) mit unk

→ u in Lr. Es folgt

A2(un) → A2(u) .

Somit haben wir gezeigt, dass A1 + A2 pseudomonoton ist. Wir wollen jetzt den Satz von
Brézis anwenden, um die Existenz einer schwachen Lösung des Randwertproblems von
(2.61), (2.62) nachzuweisen.

Lemma 13 Seien die Voraussetzungen von Lemma 12 erfüllt und gelte zusätzlich die Bedingung
für g

inf
s∈R

g(s)s > −∞ , (2.71)

dann existiert eine schwache Lösung u ∈
◦

W 1,p(Ω) des Randwertproblems (2.65).

Beweis:

Wir müssen nur noch zeigen, dass aus der Voraussetzung (2.71) die Koerzivität von (A1 +
A2) : V → V ′ folgt. Es ist

〈(A1 +A2)u, u〉

‖u‖V

≥
〈A1u, u〉

‖u‖V

−
c0

‖u‖V

Friedrichs
≥ c1‖u‖

p−1
V −

c0

‖u‖V

→ ∞

für ‖u‖V → ∞.

Bemerkung:

Die Bedingung (2.71) kann durch andere Bedingungen ersetzt werden (Übung).
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2.Beispiel:

Wir betrachten noch einmal das Dirichletproblem für die stationären
Navier-Stokes-Gleichungen

−ν∆~u+ ∇~u~u+ ∇p = ~f inΩ , (2.72)

div ~u = 0 inΩ , (2.73)

~u = ~0 auf ∂Ω . (2.74)

Hierbei ist Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand ∂Ω. Die
Gleichungen (2.72) und (2.73) beschreiben eine stationäre Strömung einer viskosen, inkom-
pressiblen Flüssigkeit. Die Randbedingung (2.74) besagt, dass das Geschwindigkeitsfeld
~u am Rand verschwindet (eventuell Subtraktion einer gegebenen Geschwindigkeit). ∇~u~u
wird auch als Wirbelterm bezeichnet.
Wir setzen

V = {~u ∈
◦

W 1,2(Ω)]n : div ~u = 0} , (2.75)

versehen mit der Norm

‖~u‖V := ‖∇~u‖[L2(Ω)]n×n (2.76)

Um die Eindeutigkeit des Druckfeldes zu gewährleisten, betrachten wir p ∈ L2(Ω) mit
∫

Ω

p dx = 0.

Da für ~v ∈ V gilt

〈∇p,~v〉 := −

∫

Ω

p div~v dx = 0 ,

lautet die schwache Formulierung von (2.72), (2.73), (2.74):
Finde ein ~u ∈ V , so dass

∫

Ω

v∇~u : ∇~v dx+

∫

Ω

(∇~u~u · ~v) dx = 〈~f,~v〉 ∀ v ∈ V , (2.77)

bzw. abgekürzt

〈A1~u,~v〉 + 〈A2~u,~v〉 = 〈~f,~v〉 ∀ v ∈ V .

Wir überlegen uns, dass der Raum V , definiert durch (2.75) und (2.76) ein reflexiver Ba-
nachraum ist. Dazu ist nur das folgende Lemma zu zeigen.
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Lemma 14 Der Raum V ist ein abgeschlossener Teilraum von [
◦

W 1,2(Ω)]n.

Beweis:

Sei (~un)n)n ∈ V und ~un → ~u in [
◦

W 1,2(Ω)]n. Insbesondere konvergiert

∇~un → ∇~u in [L2(Ω)]n×n .

Daher gibt es eine Teilfolge ~unk
mit

∇~unk
→ ∇~u f.ü für k → ∞ .

und

lim
k→∞

tr (∇~unk
(x)) = tr (∇~u(x)) = div ~u(x) f.ü. .

Daher ist ~u ∈ V .

Wir haben uns schon früher (Lemmata 8, 12) überzeugt, dass

A1 +A2 : V → V ′

wohl definiert ist. Weiterhin gilt, dassA1 : V → V ′ linear, stetig, koerziv und strikt monoton
ist (ν > 0, Lax-Milgram).
Wir sehen uns jetzt an, ob A2 : V → V ′ pseudomonoton und beschränkt ist.

Lemma 15 Der Operator A2 : V → V ′ ist stark stetig und beschränkt.

Beweis:

a) Beschränktheit:
Wir hatten bereits überlegt (1.18), dass

〈A2~u,~v〉 ≤

∫

Ω

|~u|Rn |∇~u|Rn×n |~v|Rn dx ≤ (

∫

Ω

|~u|4 dx)
1
4 (

∫

Ω

|~v| dx)
1
4 (

∫

Ω

|∇u|2 dx)
1
2

≤ c‖∇~u‖2
L2(Ω)‖~v‖V = c‖~u‖2

V ‖~v‖V ,

da V ⊂ [L4(Ω)]3 ist. Damit ist A2 beschränkt.

b) Starke Stetigkeit

Nach (2.68) und (2.69) ist V
c
⊂ [L4(Ω)]n, n = 2, 3. Sei (~uk)k eine schwach konvergente

Folge in V

~uk
V
⇀ ~u .

Die kompakte Einbettung von V in [L4(Ω)]n sichert, dass eine in [L4(Ω)]n konvergente
Teilfolge existiert:

~ukl

[L4(Ω)]n

→ ~u . (2.78)

Da die weitere Argumentation für alle in [L4(Ω)]n konvergenten Teilfolgen gilt, be-
zeichnen wir die obige Teilfolge wiederum mit (~uk).
Wir müssen zeigen

A2~uk
V ′

→ A2~u ,
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d.h.

‖A2~uk −A2~u‖V ′ = sup
~v∈V

‖~v‖=1

|〈A2~uk −A2~u, v〉| → 0 für k → ∞ . (2.79)

Wir beweisen (2.79) indirekt, indem wir annehmen (2.79) gelte nicht. Dann gibt es ein
ε0 > 0 und für alle k ∈ N eine Element ~vk ∈ V mit ‖~vk‖ = 1, so dass

|〈A2~uk −A2~u,~vk〉| ≥ ε0 ∀ k ∈ N . (2.80)

Da die Folge (~vk) in V beschränkt ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge,
die in [L4(Ω)]n gegen ~v konvergiert. Die bezeichnen wir wiederummit (~vk). Für diese
Teilfolge gilt

|〈A2~uk − A2~u,~vk〉| = |

∫

Ω

(∇~uk~uk · ~vk −∇~u~u · ~vk) dx

= |

∫

Ω

(∇~uk(~uk − ~u) · ~vk + ∇(~uk − ~u)~u · (~vk − ~v) + ∇(~uk − ~u)~u · ~v) dx|

≤ c[‖~uk − ~u‖[L4(Ω)]n
︸ ︷︷ ︸

→0((2.78))

‖∇~uk‖[L2(Ω)]n×n

︸ ︷︷ ︸

beschränkt

‖~vk‖[L4(Ω)]n
︸ ︷︷ ︸

beschränkt

+‖~u‖[L4(Ω)]n ‖∇~uk −∇~u‖[L2(Ω)]n×n

︸ ︷︷ ︸

beschränkt

‖~vk − ~v‖[L4(Ω)]n
︸ ︷︷ ︸

→0

+|

∫

Ω

∇(~uk − ~u)~u · ~v
︸ ︷︷ ︸

→0 schw. Konvergenz

dx| → 0 .

Dies ist ein Widerspruch zu (2.80).

Satz 27 Sei Ω ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand ∂Ω

V = {~u ∈ [
◦

W 1,2(Ω)]n : div ~u = 0} .

Dann gibt es zu jedem f ∈ V ′ eine schwache Lösung u ∈ V des Dirichletproblems (2.77).

Beweis:

Der Operator (A1 + A2) : V → V ′ ist beschränkt und pseudomonoton, wie wir bereits
gezeigt haben. Wir müssen daher nur noch überlegen, dass (A1 +A2) koerziv ist.
Es ist

〈A2~u, ~u〉 =

∫

Ω

∇~u~u · ~u dx =

∫

Ω

~u · (∇~u)⊤~udx =

∫

Ω

~u ·





∂x1~u · ~u
∂x2~u · ~u
∂x3~u · ~u



 dx

=

∫

Ω

~u ·






∂x1

|~u|2

2

∂x2

|~u|2

2

∂x3

|~u|2

2




 dx =

∫

Ω

~u · grad
|~u|2

2
dx = −

∫

Ω

div ~u
|~u|2

2
dx = 0 .

Aus der Koerzivität von A1 folgt damit die Koerzivität von (A1 +A2).
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Bemerkung:

Satz 27 sichert die Existenz eines Geschwindigkeitsfeldes ~u ∈ V .

Nun gehen wir zum größeren Raum Ṽ = [
◦

W 1,2(Ω)]n über. Wir erhalten für ṽ ∈ Ṽ die
folgende Relation für gegebenes ~u:

∫

Ω

∇u · ∇ṽ dx+

∫

Ω

∇uu · ṽ dx−

∫

Ω

pdiv ṽ dx = 〈~f, ṽ〉

und

−

∫

Ω

pdiv ṽ dx =: 〈F, ṽ〉 ∀ṽ ∈ Ṽ . (2.81)

Aus (2.81) folgt, dass

∇p = F

im Distributionensinn ist und p bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Wie vorn
erwähnt, wird durch die Zusatzbedingung

∫

Ω

p dx = 0 die Eindeutigkeit von p gesichert.

2.5 Maximal monotone Operatoren

Wir hatten maximal monotone Operatoren in Lemma 7 (Lemma von Minty) folgenderma-
ßen eingeführt:
Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum und A : V → V ′. A ist maximal monoton, falls folgende
Aussage gilt: Für ein u ∈ V und ein f ∈ V ′ sei

〈f −Au, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ V.

Dann folgt Au = f.

Weiterhin hatten wir im Lemma von Minty gezeigt:
Ist A monoton und hemistetig, dann ist A maximal monoton.

Wir wollen jetzt auch unstetige Operatoren betrachten. Intuitiv kann man sich unter einem
maximal monotonen Operator einenmonotonen Operator vorstellen, der keine ”echte”mo-
notone Erweiterung besitzt. Eine solche Erweiterung kann mehrdeutig sein, wie folgendes
Beispiel zeigt:

Beispiel
Sei A : R → R monoton, aber unstetig, siehe Abbildung 2.2,

Au :=

{
−u2, für u < 0,
u2 + 2, für u ≥ 0.

Wir überlegen, dass A nicht maximal monoton ist. Dazu wählen wir f = 1, u = 0. Es ist

〈1 −Av,−v〉 =

{
(1 + v2)|v| ≥ 0 für v < 0,
(1 − v2 − 2)(−v) = v2 + v ≥ 0 für v ≥ 0,

aber f = 1 6= Au = 2. Der Wertebereich von A ist zu klein. Eine monotone Erweiterung
lautet:

Au :=







−u2, für u < 0,
[0, 2], für u = 0,
u2 + 2, für u > 0.

(2.82)
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Au

u

Abbildung 2.2: Die Abbildung A

Um zu zeigen, dass diese Erweiterung maximal monoton ist, müssen wir zunächst mehr-
deutige Abbildungen einführen und auf diese die Definition der maximalen Monotonie
ausdehnen.

Definition 9 Seien M und Y Mengen, 2Y die Potenzmenge von Y und A : M → 2Y eine
Abbildung. Dann sind

D(A) = {u ∈M : Au 6= ∅} (2.83)

der effektive Definitionsbereich,
R(A) = ∪

u∈D(A)
Au (2.84)

der Wertebereich und

G(A) = {(u, v) ∈M × Y : u ∈ D(A), v ∈ Au} (2.85)

der Graph von A.

In unserem Beispiel sind D(A) = R und R(A) = R.

Bemerkung:

(i) Die inverse Abbildung A−1 : Y → 2M ist definiert durch

A−1(v) = {u ∈M : v ∈ A(u)}.

Es gilt D(A−1) = R(A), R(A−1) = D(A), (u, v) ∈ G(A) ⇔ (v, u) ∈ G(A−1).

(ii) Seien X und Y lineare Räume über dem Körper K und M ⊆ X . Wir betrachten zwei
Abbildungen A,B : M → 2Y und definieren die Linearkombination für feste α, β ∈ K :

(αA+ βB)(u) :=

{
αAu + βBu, für u ∈ D(A) ∩D(B),
∅ sonst

Für mehrdeutige Abbildungen können Monotonie und maximale Monotonie folgenderma-
ßen eingeführt werden:
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Definition 10 Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum undM ⊆ V eine Teilmenge. Die Abbil-

dung A : M → 2V ′

ist

• monoton, falls
〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0, ∀(u, u∗), (v, v∗) ∈ G(A)

• maximal monoton , falls A monoton ist und für (u, u∗) ∈M × V ′ mit der Eigenschaft

〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0, ∀(v, v∗) ∈ G(A)

folgt, dass (u, u∗) ∈ G(A) ist.

Ist A : D(A) ⊂ V → V ′ ein Operator (eindeutig), dann kann er als spezielle mehrdeutige

Abbildung von V → 2V ′

aufgefasst werden, indem man

Au :=

{
{Au}, für u ∈ D(A),
∅ sonst

setzt. Die obige Definition stimmt dann mit der ursprünglichen Definition überein.
Es wird als Übung empfohlen zu prüfen, ob die im Beispiel konstruierte Erweiterung (2.82)
maximal monoton ist.

Klassische Beispiele für maximal monotone Operatoren sind Subdifferentiale, die den Ab-
leitungsbegriff für konvexe Funktionen verallgemeinern. Wir wiederholen zunächst, was
wir unter konvexen Funktionen verstehen und welche Aussagen für deren Ableitungen
gelten.

Konvexe Funktionen

Wir beginnen mit der Definition einer konvexen Teilmenge eines linearen Raumes V.

Definition 11 Sei V ein linearer Raum über dem Körper der rellen Zahlen. Eine Teilmenge C ⊆
V heißt konvex, wenn für alle u, v ∈ C und für alle λ ∈ (0, 1) gilt, dass

λu + (1 − λ)v ∈ C.

Anschaulich bedeutet das, dass alle Punkte einer Verbindungsstrecke zwischen zwei Punk-
ten aus der Menge C auch in dieser Menge liegen.
Wir definieren jetzt, was wir unter einer konvexen Abbildung (Funktional) verstehen.

Definition 12 Eine Abbildung F : C ⊆ V → R ist
(i) konvex auf der konvexen Menge C, wenn für alle λ ∈ (0, 1) und für alle u, v ∈ C gilt

F (λu+ (1 − λ)v) ≤ λF (u) + (1 − λ)F (v),

(ii) strikt konvex auf C, wenn für alle λ ∈ (0, 1) und für alle u, v ∈ C, u 6= v gilt

F (λu+ (1 − λ)v) < λF (u) + (1 − λ)F (v).

Anschaulich bedeutet das, dass kein Punkt der Verbindungsstrecke von zwei Punkten
{u, F (u)}, {v, F (v)} des Graphen unterhalb des Graphen von F liegt.

Konvexitätskriterien im Rn

Die Konvexität von reellen Funktionen mehrerer reeller Variablen kann mit Hilfe von Ab-
leitungen charakterisiert werden.
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Satz 28 Sei C ⊆ Rn eine offene, konvexe Menge und f : C → R stetig differenzierbar. Dann gilt

f ist konvex ⇔ f(u) − f(v) ≥ ∇f(v) · (u− v). (2.86)

Beweis:

a) f sei konvex. Wir betrachten

g(τ) = f(τu+ (1 − τ)v).

Die Konvexitätsungleichung lautet:

g(τ) ≤ τg(1) + (1 − τ)g(0) ∀τ ∈ (0, 1).

Daraus folgt
τg(1) ≥ g(τ) − g(0) + τg(0)

und

g(1) ≥
g(τ) − g(0)

τ
+ g(0).

Aus der Differenzierbarkeit von f erhalten wir

g′(0) = lim
τ→0+

g(τ) − g(0)

τ
= ∇f(v) · (u− v) ≤ g(1) − g(0) = f(u) − f(v).

b) Es gelte f(u)−f(v) ≥ ∇f(v)·(u−v) für alle u, v ∈ C.Wir betrachtenw = λu+(1−λ)v ∈ C

für ein beliebiges λ ∈ (0, 1). Dann ist

f(u) − f(w) ≥ ∇f(w) · (u− w). (2.87)

f(v) − f(w) ≥ ∇f(w) · (v − w). (2.88)

Multiplizierenwir (2.87) mit λ und (2.88)mit (1−λ) und addieren beide Gleichungen, dann
erhalten wir

λf(u)+(1−λ)f(v)−f(w) ≥ ∇f(w)·(λ(u−w)+(1−λ)(v−w)) = ∇f(w)·(λu+(1−λ)v−w) = 0.

Durch Umordnen folgt

f(λu+ (1 − λ)v) ≤ λf(u) + (1 − λ)f(v).

Beachten wir, dass ∇f : C ⊆ Rn = V → Rn = V ′, dann können wir die Konvexität von f
auch folgendermaßen charakterisieren:
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Satz 29 Sei C ⊆ Rn eine offene und konvexe Menge und f : C → R stetig differenzierbar. Dann
gilt

f ist konvex ⇔ ∇f ist mononton auf C. (2.89)

Beweis:

a) f sei konvex. Dann gilt
f(u) − f(v) ≥ ∇f(v) · (u− v)

f(v) − f(u) ≥ ∇f(u) · (v − u).

Addition der beiden Ungleichungen liefert

(∇f(u) −∇f(v)) · (u− v) ≥ 0.

b) Sei ∇f monoton auf C. Für feste, aber beliebige u, v ∈ C gilt nach demMittelwertsatz

f(u) − f(v) = ∇f(w)) · (u− v), (2.90)

wobei w = v + α(u − v) für ein α ∈ (0, 1) ist. Wir wollen zeigen, dass

f(u) − f(v) ≥ ∇f(v) · (u − v).

gilt. Dazu nutzen wir die Monotonie von ∇f aus:

(∇f(w) −∇f(v)) · (w − v) = (∇f(w) −∇f(v)) · α(u − v) ≥ 0.

Einsetzen von (2.90) in die rechte Seite liefert

α(f(u) − f(v)) ≥ α∇f(v) · (u− v),

woraus die Behauptung folgt.

Weiterhin gilt:

Satz 30 Sei C ⊆ Rn eine offene und konvexe Menge und f : C → R sei zweimal stetig differen-
zierbar.

f ist konvex auf C ⇔ die Hessematrix ∇2f ist auf C positiv semidefinit. (2.91)

Konvexitätskriterien in Banachräumen

Sei F eine Abbildung eines reellen Banachraumes V in die Menge der reellen Zahlen,
F : V → R. Um die obigen Konvexitätskriterien übertragen zu können, müssen wir Ab-
leitungen von F einführen, die Fréchet- und die Gâteaux-Ableitung.

Definition 13 (Richtungsableitung,Gâteauxableitung)
Seien X,Y Banachräume, F : U ⊂ X → Y, x0 ∈ U, h ∈ X. Es existiere eine Umgebung
U(x0) ⊂ U von x0. F besitzt im Punkt x0 eine Ableitung in Richtung h, falls die Funktion

g : (−ε, ε) ⊂ R → Y, ε > 0,

g(t) := F (x0 + th)

in t = 0 differenzierbar ist, d.h.

g′(0) = lim
t→0

g(t) − g(0)

t
= lim

t→0

F (x0 + th) − F (x0)

t
= δF (x0, h) ∈ Y (2.92)

wohl definiert ist. Falls δF (x0, h) für alle h ∈ X existiert und die Abbildung

DGF (x0) : X → Y, h→ δF (x0, h),

stetig und linear ist, dann heißt F im Punkt x0 Gâteaux-differenzierbar und DGF (x0) ist die
Gâteauxableitung von F im Punkt x0.
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Bemerkung:

Die Relation (2.92) kann auch folgendermaßen geschrieben werden:

F (x0 + th) − F (x0) = δF (x0, h)t+ o(t).

Definition 14 (Fréchetableitung)
Seien X,Y Banachräume, F : U ⊂ X → Y, x0 ∈ U. Es existiere eine Umgebung U(x0) ⊂ U

von x0. F ist im Punkt x0 Fréchet-differenzierbar, wenn eine stetige, lineare Abbildung A : X → Y

existiert, so dass
F (x0 + h) − F (x0) = Ah+ o(‖h‖) für h→ 0. (2.93)

A = DF (x0) wird als Fréchetableitung von F an der Stelle x0 bezeichnet.

Der Zusammenhang zwischen Gâteaux- und Fréchetableitung wird durch folgenden Satz
beschrieben:

Satz 31 Seien X,Y Banachräume, F : U ⊂ X → Y.

(i) Ist F im Punkt x0 Fréchet-differenzierbar, dann ist F im Punkt x0 Gâteaux-differenzierbar.
(ii) Ist F Gâteaux-differenzierbar in einer Umgebung U(x0) und ist DGF (x) stetig in x0, dann ist
F Fréchet-differenzierbar in x0.

Beweis:

(i) Setze in (2.93) h = th̃, wobei h̃ fest, aber beliebig ist.

(ii) Wir betrachten g(τ) = F (x0 + τh). Es ist

g′(τ) = lim
t→0

g(τ + t) − g(τ)

t
= δF (x0 + τh, h).

Weiterhin gilt

g(1) − g(0) =

∫ 1

0

g′(τ) dτ =

∫ 1

0

δF (x0 + τh, h) dτ

und

‖g(1)− g(0) − g′(0)‖ = ‖

∫ 1

0

(δF (x0 + τh, h) − δF (x0, h)) dτ‖

=

∫ 1

0

‖(DGF (x0 + τh) −DGF (x0))h‖ dτ

≤

∫ 1

0

‖(DGF (x0 + τh) −DGF (x0))‖‖h‖ dτ

= o(‖h‖),

daDGF stetig in x0 ist. Es folgt

‖g(1) − g(0) − g′(0)‖ = ‖F (x0 + h) − F (x0) −DGF (x0)h‖Y = o(‖h‖)

und damit ist DGF (x0) = DF (x0).

Beispiel
Sei X ein Hilbertraum, Y = R,F (u) = ‖u‖2.Wir berechnen die Gâteauxableitung. Es ist:

g(t) = F (u0 + th) = (u0 + th, u0 + th)

g′(0) = lim
t→0

(u0 + th, u0 + th) − u(u0, u0)

t
= 2(u0, h) = δF (u0, h).



72 KAPITEL 2. THEORIE MONOTONER OPERATOREN

Der Darstellungssatz für stetige lineare Funktional über Hilberträumen liefert:

DGF (u0) = 2u0.

Aus Satz 31 folgt, dass die Fréchetableitung existiert und mit der Gâteauxableitung über-
einstimmt.

Die Konvexitätskriterien (2.86),(2.89) können auf Gâteaux-differenzierbare Funktionale F :
C ⊆ V → R übertragen werden. Dabei ist

∇f : C ⊆ R
n → R

n = V ′, u→ ∇f(u)

zu ersetzen durch
DGF : C ⊆ V → V ′, u→ DGF (u).

Weiterhin wird ∇f(u) · v ersetzt durch 〈DGF (u), v〉 = δF (u, v). Ein entsprechender Mittel-
wertsatz, wie in Satz 29 benutzt, gilt ebenfalls ([3], S.25, Theorem 1.3-3c).
Wir formulieren das Ergebnis:

Satz 32 Sei V ein reeller Banachraum, C ⊆ V eine offene, konvexe Menge und F : C ⊂ V → R

eine in C Gâteaux-differenzierbare Abbildung, so dassDGF stetig ist. Dann gilt

F ist konvex ⇔ F (u) − F (v) ≥ 〈DGF (v), (u − v)〉. ∀u, v ∈ C ⇔ DGF ist monoton auf C.
(2.94)

Subdifferentiale

Die Ungleichung (2.94) kann durch Vertauschen von u und v auch so geschrieben werden:

F (v) ≥ F (u) + 〈DGF (u), v − u〉.

Existiert die Gâteauxableitung nicht, dann wird an ihrer Stelle ein Subgradient und schließ-
lich ein Subdifferential durch folgende Definition eingeführt:

Definition 15 Sei V ein reeller Banachraum und F : V → [−∞,∞] ein Funktional auf V . Ein
Element u∗ ∈ V ′ heißt Subgradient von F an der Stelle u ∈ V genau dann, wenn F (u) 6≡ ±∞ und

F (v) ≥ F (u) + 〈u∗, v − u〉 ∀v ∈ V. (2.95)

Die Menge aller Subgradienten von F an der Stelle u heißt Subdifferential und wird mit ∂F (u)
bezeichnet. Falls an der Stelle u kein Subgradient existiert, dann wird ∂F (u) = ∅ gesetzt.

Beispiele

1) Wir betrachten F = f : R → R, a > 0, b > 0.

f(u) :=

{
−bu, für u ≤ 0,
au für u > 0

Durch Fallunterscheidungen bekommt man heraus, dass

∂f(u) :=







{−b}, für u < 0,
{a} für u > 0
[−b, a] für u = 0
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u

bu

au

Abbildung 2.3: Subgradienten für das 1.Beispiel

Der Präfix ”Sub” bedeutet, ∂f(u) ist die Menge aller Anstiege von Geraden, die durch
(u, f(u)) gehen und vollständig unter dem Graphen von f liegen.

2) Wir betrachten die klassische konvexe Funktion f : R → R, f(u) = u2. Die Ungleichung
(2.95) lautet

v2 ≥ u2 + u∗(v − u),

woraus
(v − u)(v + u) ≥ u∗(v − u)

folgt. Ist v > u, dann wird (v+u) ≥ u∗. Ist v < u, dann ist (v+u) ≤ u∗. Damit muss u∗ = 2u
sein. Wir erhalten das erwartete Ergebnis:

∂f(u) = {2u}.

Abbildung 2.4: Subgradient an u2

3) Wir betrachten einen Hilbertraum V und das Funktional F : V → R, F (u) = ‖u‖2. Die
Ungleichung (2.95) lautet

(v, v) ≥ (u, u) + (u∗, v − u) ∀v ∈ V.

Für u∗ = 2u erhalten wir

(v, v) + (u, u) − 2(u, v) = (u− v, u− v) ≥ 0,

d.h. 2u ist Subgradient. Wir vermuten, dass ∂F (u) = {2u} ist. Der folgende Satz bestätigt
dies.
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Satz 33 (Ružička, S.91)
Sei V ein reeller Banachraum und F : V → R ein Funktional. Dann gilt

(i) Falls F konvex ist und eine GâteauxableitungDGF im Punkt u besitzt, dann ist

∂F (u) = {DGF (u)}.

(ii) Falls ∂F : V → V ′ hemistetig und eindeutig ist, dann ist F Gâteaux-differenzierbar und

∂F (u) = {DGF (u)}

gilt für alle u ∈ V .

Beweis:

(i) Sei h ∈ V beliebig. Wir betrachten g : R → R

g(t) = F (u+ th).

g ist eine konvexe Funktion, da F konvex ist. Es gilt nämlich:

g((1 − τ)t1 + τt2) = F (u+ ((1 − τ)t1 + τt2)h)

= F ((1 − τ + τ)u + (1 − τ)t1h+ τt2h)

= F ((1 − τ)(u + t1h) + τ(u+ t2h))

≤ (1 − τ)F (u + t1h) + τF (u + t2h)

= (1 − τ)g(t1) + τg(t2).

Insbesondere gilt für t1 = 0, t2 = 1

g(τ) = (1 − τ)g(0) + τg(1). (2.96)

F ist Gâteaux-differenzierbar, d.h. g′(0) existiert. Ähnlich wie im Beweis von Satz 28 erhal-
ten wir

g′(0) = lim
τ→0+

g(τ) − g(0)

τ

(2.96)

≤ lim
τ→0+

(1 − τ)g(0) + τg(1) − g(0)

τ
= g(1) − g(0).

Damit ist

g(1) − g(0) = F (u+ h) − F (u) ≥ lim
τ→0+

F (u+ τh− F (u)

τ
= 〈DGF (u), h〉. (2.97)

Setzen wir h = v − u, dann folgt aus (2.97)

F (v) ≥ F (u) + 〈DGF (u), v − u〉

und DGF (u) ist Subgradient.

Sei nun u∗ ∈ ∂F (u). Dann gilt für v = u+ τh, h ∈ V, τ > 0

F (u + τh) − F (u) ≥ 〈u∗, τh〉

und
F (u+ τh) − F (u)

τ
≥ 〈u∗, h〉.

Da F Gâteaux-differenzierbar ist, folgt

〈DGF (u), h〉 ≥ 〈u∗, h〉.
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Ersetzen wir h durch −h, dann ist

〈DGF (u), h〉 ≤ 〈u∗, h〉.

Da h ∈ V beliebig war, folgt DGF (u) = u∗ und

∂F (u) = {DGF (u)}.

(ii) ∂F : V → V ′ sei hemistetig und ∂F (u) = {u∗}. Aus der Definition des Subdifferentials
(2.95) folgt für v = u+ τh

F (u+ τh) − F (u) ≥ 〈∂F (u), τh〉, (2.98)

F (u) − F (u+ τh) ≥ −〈∂F (u+ τh), τh〉. (2.99)

Damit wird

〈∂F (u), h〉
(2.98)

≤ lim
τ→0+

inf
F (u+ τh) − F (u)

τ

≤ lim
τ→0+

sup
F (u+ τh) − F (u)

τ

(2.99)

≤ lim
τ→0+

sup〈∂F (u+ τh), h〉
hemistetig

= 〈∂F (u), h〉.

Alle Ungleichheitszeichen können durch Gleichheitszeichen ersetzt werden. Daher existiert
DGF (u) und befindet sich in ∂F (u). Wegen der Eindeutigkeit gilt

{u∗} = {DGF (u)} = ∂F (u).

Subdifferential und Minimierer

Wir erinnern, dass für Funktionen mehrerer Variablen f : R
n → R die Existenz eines Mini-

mums folgendermaßen beschrieben werden kann:

n=1

f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0 =⇒ x0 ist Minimierer von f(x), x ∈ I.

n > 1

∇f(x0) = 0,∇2f(x0) positiv semidefinit =⇒ x0 ist Minimierer von f(x), x ∈ Ω.

Gilt die zweite Bedingung für alle x ∈ Ω und ist Ω konvex , dann liegt eine konvexe Funk-
tion vor.

Für Funktionale F : V → R kann man die Existenz eines Minimierers mit Hilfe des Subdif-
ferentials charakterisieren:

Satz 34 (Ružička, S.90)
Sei V ein reeller Banachraum, F : V → (−∞,∞] und F 6≡ ∞. Dann ist u ∈ V eine Lösung des
Minimierungsproblems

F (u) = min
v∈V

F (v)

genau dann, wenn
0 ∈ ∂F (u).
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Beweis:

a) Sei 0 ∈ ∂F (u). Aus der Definition des Subgradienten folgt

F (v) − F (u) ≥ 〈u∗, v − u〉 ∀v ∈ V, ∀u∗ ∈ ∂F (u).

Für u∗ = 0 erhalten wir
F (v) ≥ F (u) ∀v ∈ V,

d.h. u ist ein Minimierer.

b) Es gelte F (u) ≤ F (v) für alle v ∈ V. Da F 6≡ ∞ ist

F (v) − F (u) ≥ 0 = 〈0, v − u〉,

d.h. 0 ∈ ∂F (u).

Wir wollen nun untersuchen, wann ein Funktional auf einer abgeschlossenen konvexen
Teilmenge C eines reflexiven Banachraumes V sein Minimum annimmt, d.h. wann 0 ∈
∂F (u) ist. Dazu benötigen wir den BegriffUnterhalbstetigkeit eines Funktionals.

Definition 16 Das Funktional F : C ⊂ V → R ist unterhalbstetig in u0 ∈ C, falls

F (u0) ≤ lim
n→∞

inf F (un)

für alle Folgen (un)n, un ∈ C, mit lim
n→∞

un = u0.

Außerdem definieren wir die Koerzivität eines Funktionals folgendermaßen:

Definition 17 Das Funktional F : C ⊂ V → R ist koerziv, falls lim
u∈C,‖u‖→∞

F (u) = ∞. Ist die

Menge C beschränkt, dann entfällt diese Aussage.

Nun formulieren wir einen Satz über die Existenz eines Minimums eins Funktionals:

Satz 35 Sei C eine abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven Banachraumes V . Das Funk-
tional F : C ⊂ V → R sei konvex, unterhalbstetig und koerziv auf C. Dann besitzt F in C ein
Minimum.

Beweis:

Wir nehmen an, dass F 6≡ ∞ ist. Sei un ∈ C eine Minimalfolge von F , d.h.

F (un) → inf
v∈C

F (v) für n→ ∞.

DieMinimalfolgemuss aufgrund der Koerzivität beschränkt sein. Daher existiert eine schwach
konvergente Teilfolge (unk

)k

unk
⇀ u0 für k → ∞.

Es gilt folgender Satz [6] S.177, [2] S.239 :
Eine konvexe Menge C eines Banachraumes V ist genau dann bezüglich der starken Topologie abge-
schlossen, wenn sie bezüglich der schwachen Topologie abgeschlossen ist.
Damit ist u0 aus C. Weiterhin folgt aus diesem Satz, dass eine Folge

(vj =

Nj∑

k=1

c
j
kunk

)j , c
j
k ≥ 0,

Nj∑

k=1

c
j
k = 1, Nj ∈ N,



2.5. MAXIMALMONOTONE OPERATOREN 77

existiert, die stark gegen u0 konvergiert,

vj → u0 für j → ∞. (2.100)

Sei ε > 0 fest, aber beliebig. Dann gilt für k ≥ k0

F (unk
) ≤ inf

v∈C
F (v) + ε

und aus der Konvexität von F folgt

F (vj) ≤

Nj∑

k=1

c
j
kF (unk

) ≤

Nj∑

k=1

c
j
k( inf

v∈C
F (v) + ε) = infF (v) + ε.

Die Beziehung (2.100) und die Unterhalbstetigkeit von F liefern:

F (u0) ≤ lim
j→∞

inf F (vj) ≤ inf
v∈C

F (v) + ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt F (u0) = inf
v∈C

F (v), d.h. das Minimum wird in C angenommen.

Subdifferential der Indikatorfunktion

Wir wollen jetzt das Subdifferential der Indikatorfunktion einer konvexen Menge betrach-
ten und zeigen, dass es maximal monoton ist.

Definition 18 (Indikatorfunktion von C)
Sei V ein reeller Banachraum und C ⊆ V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge. Die
Indikatorfunktion χ von C, χ : V → R, ist

χ(u) :=

{
0 für u ∈ C,

∞ für u ∈ V \ C.

C

Abbildung 2.5: Indikatorfunktion von C

Weiterhin benötigen wir den Begriff eines Trägerfunktionals einer konvexen Menge C.

Definition 19 (Trägerfunktional von C im Punkt u ∈ V )
Sei V ein reeller Banachraum und C ⊆ V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge. Das
Funktional u∗ ∈ V ′ heißt Trägerfunktional von C im Punkt u ∈ V , falls

〈u∗, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C. (2.101)
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Bemerkung:

(i) u∗ = 0 ist stets Trägerfunktional.
(ii) Für u∗ 6= 0 beschreibt

H(u, u∗) = {v ∈ V : 〈u∗, u〉 = 〈u∗, v〉}

eine Hyperebene. Diese Ebene wird auch Stützebene an C im Punkt u ∈ ∂C genannt. Die
Ungleichung (2.101) besagt, dass C auf einer Seite der Stützebene liegt. Stützebenen sind
im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Abbildung 2.6: Stützebenen an C

Zwischen der Indikatorfunktion und dem Trägerfunktional gibt es eine Verbindung.

Satz 36 Für eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge eines reellen Banachraumes gilt

∂χ(u) :=

{
Menge aller Trägerfunktionale für u ∈ C,

∅ für u ∈ V \ C.

Beweis:

a) Sei u∗ ∈ ∂χ(u). Dann gilt

χ(v) ≥ χ(u) + 〈u∗, v − u〉 ∀v ∈ V. (2.102)

Wir betrachten zunächst ein u ∈ C, d.h. es ist χ(u) = 0. Ist v ∈ C, dann folgt (2.101) und
u∗ ist ein Trägerfunktional von C im Punkt u ∈ C. Ist u ∈ V \ C, dann ist χ(u) = ∞
und 0 ≥ ∞ + 〈u∗, v − u〉 für v ∈ C, was nicht sein kann. In diesem Fall existiert kein
Trägerfunktional.

b) Sei u∗ ein Trägerfunktional von C im Punkt u ∈ V , d.h. 〈u∗, u− v〉 ∀v ∈ C. Nun ist

χ(u) :=

{
0 für u ∈ C,

∞ für u ∈ V \ C.

(i) Sei u ∈ C. Für v ∈ C gilt (χ(v) = 0) ≥ (χ(u) = 0) + 〈u∗, v − u〉.
Für v ∈ V \ C gilt (χ(v) = ∞) ≥ (χ(u) = 0) + 〈u∗, v − u〉.

(ii) Ist u ∈ V \ C, dann ist χ(u) = ∞ und ∂χ(u) = ∅.

Folgerung:
Wir erhalten (siehe auch Satz 33):

u ∈ C ⇒ 0 ∈ ∂χ(u),

u ∈ intC ⇒ {0} = ∂χ(u).



2.6. VARIATIONSUNGLEICHUNGEN 79

Wir beweisen jetzt, dass ∂χmaximal monoton ist.

Satz 37 Sei C eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge eines reellen Banachraumes V .
Dann ist ∂χ : C → 2V ‘ maximal monoton.

Beweis:

a)Wir zeigen, dass ∂χmonoton ist, d.h. für alle (u, u∗), (v, v∗) ∈ G(∂χ) gilt

〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0. (2.103)

Hierbei ist G(∂χ) = {(u, u∗) ∈ C × V ′ : u ∈ C, u∗ ∈ ∂χ(u)}. Da

∂χ(u) :=

{
Menge aller Trägerfunktionale für u ∈ C,

∅ für u ∈ V \ C.

gilt für alle w ∈ C:
〈u∗, u− w〉 ≥ 0. (2.104)

〈v∗, v − w〉 ≥ 0. (2.105)

Es folgt die Ungleichung (2.103), weil

〈u∗ − v∗, u− v〉 = 〈u∗, u− v〉 + 〈v∗, v − u〉
(2.104),(2.105)

≥ 0.

b) Wir überlegen, dass ∂χ : C → 2v‘ maximal monoton ist, d.h. für ein gegebenes Element
(u, u∗) ∈ C × V ′, sowie

〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ G(∂χ),

folgt (u, u∗) ∈ G(∂χ). Nach der obigen Folgerung ist 0 ∈ ∂χ(v)∀v ∈ C, was bedeutet, dass
u∗ ∈ ∂χ(u) ist.

Es tritt die Frage auf, ob ∂χ : V → 2V ′

ebenfalls maximal monoton ist. Diese Frage wird
durch einen Satz von Rockafellar beantwortet:

Satz 38 Sei V ein reeller, reflexiver Banachraum, F : V → (−∞,∞] konvex, unterhalbstetig und

F 6≡ ∞. Dann ist ∂F : V → 2V ′

maximal monoton.

Es wird als Übung empfohlen zu überprüfen, dass F = χ den Voraussetzungen von Satz
38 genügt.

2.6 Variationsungleichungen

Es sei C ⊆ V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven reellen Ba-
nachraumes V . Gegeben sei ein Operator A : C → V ′ und ein b ∈ V ′. Wir suchen ein u ∈ C,
so dass

〈b−Au, u− v〉 ≥ 0, ∀v ∈ C. (2.106)

Beispiel: Hindernisproblem

Gesucht ist ein u, so dass

−∆u = f in Ω (2.107)

u = 0 auf ∂Ω (2.108)

u ≥ g in Ω. (2.109)
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f

Membran

Auslenkung

Hindernis

g

Abbildung 2.7: Hindernisproblem

Hierbei sind f, g gegeben, Ω ⊂ R2, u ist die Durchbiegung einer elastischen Membran unter
dem Einfluss der Kraft f , die durch das Hindernis g beeinflusst wird, siehe Abbildung 2.7.

Wir kommen zu einer schwachen Formulierung des Problems, wenn wir zunächst anneh-
men, dass u und v hinreichend glatt sind und auf dem Rand ∂Ω verschwinden. Multiplizi-
ren wir die Differentiagleichung (2.107)mit (u−v), integrieren überΩ und wenden partielle
Integration an, dann erhalten wir:

∫

Ω

f(x)(u(x) − v(x)) dx −

∫

Ω

∇u(x) · ∇(u(x) − v(x)) dx = 0.

Sei C = {u ∈
◦

H1(Ω), u ≥ g} und

〈Au, v〉 =

∫ ∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) dx

〈b, v〉 =

∫ ∫

Ω

f(x)v(x) dx.

Die zumHindernisproblem (2.107), (2.108), (2.109) gehörende Variationsungleichung lautet:
Für b ∈ V ′ und g ∈ H1(Ω), g ≤ 0 auf ∂Ω, finde ein u ∈ C, so dass

〈b −Au, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C. (2.110)

Der Raum V =
◦

H1(Ω) ist ein reeller Hilbertraum und damit ein reeller, reflexiver Banach-
raum. Wir müssen überlegen, ob C nichtleer, abgeschlossen und konvex ist.

Lemma 16 Es sei g ∈ H1(Ω), g ≤ 0 auf ∂Ω. Dann ist C = {u ∈
◦

H1(Ω), u ≥ g} nicht leer,
abgeschlossen und konvex.

Beweis:

a) C ist nicht leer. Betrachte g+ = max{g, 0}.Die Funktion g+ ist aus
◦

H1(Ω) und g+ ≥ g.

b) C ist konvex. Seien u, v ∈ C. Dann ist λu+ (1 − λ)v ≥ λg + (1 − λ)g = g.

c) C ist abgeschlossen. Es wird empfohlen, dies als Übungsaufgabe zu zeigen.
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Wir sehen uns die abstrakte Variationsungleichung (2.110) an. Wir stellen fest

Lemma 17 Sei b ∈ V ′ ist und A : C → V ′.
Das Problem
(i): Man suche ein u ∈ C, so dass

〈b −Au, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C

ist äquivalent zum Problem
(ii): Man suche ein u ∈ C, so dass

b ∈ ∂χ(u) +Au,

wobei χ(·) die Indikatorfunktion von C ist.

Beweis:

Wir starten mit dem Problem (i). Für u ∈ C, b−Au = u∗ und v ∈ C gilt 〈u∗, u− v〉 ≥ 0, d.h.
u∗ = b−Au ∈ ∂χ(u) und daher ist b ∈ ∂χ(u) +Au.

Wir sehen uns das Problem (ii) an. Für u ∈ C ist

∂χ(u) = {u∗ ∈ V ′ : 〈u∗, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C}.

Jedes b ∈ ∂χ(u)+Au hat die Gestalt b = u∗ +Aumit u∗ ∈ ∂χ(u). Damit ist b−Au = u∗ und
〈b −Au, u− v〉 ≥ 0.

Bemerkung: Ist C = V , dann ist die abstrakte Variationsungleichung (2.110) äquivalent zur
Operatorgleichung Au = b.

Beweis:

Es gilt
〈b− Au,w〉 ≥ 0, ∀w = u− v ∈ V.

Für −w erhalten wir ebenfalls 〈b−Au,−w〉 ≥ 0, also

〈b−Au,w〉 ≤ 0, ∀w ∈ V.

Aus den beiden Ungleichungen folgt

〈b−Au,w〉 = 0, ∀w ∈ V,

d.h.
b = Au.

Umdie Lösbarkeit der abstrakten Variationsungleichung (2.110) zu untersuchen, gehen wir
von der Formulierung (ii) aus. Wir benutzen einen Satz von Browder, bei dem folgende
Definition auftritt:

Definition 20 (Koerzivität)
Sei B : C ⊆ V → 2V ′

, A : C → V ′, b ∈ V ′ und C eine unbeschränkte, nichtleere, abgeschlosse-
ne, konvexe Teilmenge eines reflexiven Banachraumes V . Der Operator A ist koerziv bezüglich des
Operators B und des Elements b, falls ein u0 ∈ C ∩D(B) und eine Zahl r > 0 existieren, so dass
für alle u ∈ C mit ‖u‖ > r gilt

〈Au, u− u0〉 > 〈b, u− u0〉. (2.111)
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Wir diskutieren, wie diese Definition mit der uns bekanntenDefinition der Koerzivität eines
Operators zusammenhängt.
Wir hatten definiert: Der Operator A : V → V ′ ist koerziv, falls

lim
‖u‖→∞

〈Au, u〉

‖u‖
= ∞.

Wir betrachten jetzt folgende Abschätzungen:

〈Au− b, u− u0〉

‖u‖
≥

〈Au, u− u0〉

‖u‖
−

‖b‖‖u− u0‖

‖u‖

≥
〈Au, u− u0〉

‖u‖
−

‖b‖(‖u‖+ ‖u0‖)

‖u‖
.

Es ist ‖u‖+‖u0‖
‖u‖ ≤ 2 für ‖u‖ ≥ r mit genügend großem r. Damit erhalten wir

〈Au− b, u− u0〉

‖u‖
≥

〈Au, u− u0〉

‖u‖
− 2b =

〈Au, u〉

‖u‖
−

〈Au, u0〉

‖u‖
− 2b. (2.112)

Ist nun 〈Au,u0〉
‖u‖ beschränkt, bzw. u0 = 0 wählbar, dann folgt aus der klassischen Koerzivität

von A die Koerzivität gemäß Definition20.

Weiterhin gilt das folgende Lemma:

Lemma 18 Falls A koerziv bezüglich B ist, d.h. es existiert ein u0 ∈ C ∩D(B) so dass

lim
‖u‖→∞

〈Au, u− u0〉

‖u‖
= ∞.

gilt, dann ist A koerziv bezüglich B und alle b ∈ V ′.

Beweis:

Aus (2.112) folgt sofort für ‖u‖ ≥ r

〈Au− b, u− u0〉 > 0.

Die Koerzivität gemäß Definition 20 liefert eine Lösbarkeitsbedingung für gewisse Lasten b.

Wir kommen nun zu einem Satz von Browder, der die Lösbarkeit von Variationsunglei-
chungen beschreibt:

Satz 39 (Ružička, S.106 u.ff.)
Sei C ⊆ V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven, reellen Banachraumes

V ; b ∈ V ′ sei gegeben, A : C → V ′ sei pseudomonoton, beschränkt und demisstetig, B : C → 2V ′

sei maximal monoton. Ist C unbeschränkt, dann sei der Operator A koerziv bezüglich B und b.
Dann existiert eine Lösung u ∈ C ∩D(B) von b ∈ Au+Bu, d.h. b = Au− w mit w ∈ Bu.

Wir verzichten hier auf den Beweis und diskutieren nur die Anwendung dieses Satzes auf
Variationsungleichungen. Wir hatten in Lemma 17 festgestellt, dass das Problem: Man su-
che ein u ∈ C mit

〈b −Au, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C (2.113)
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äquivalent zu dem Problem: Man suche ein u ∈ C mit

b ∈ ∂χ(u) +Au, (2.114)

ist. Daher liefert der Satz von Browder folgendes Resultat

Satz 40 Satz 1 zur Lösung von Variationsungleichungen 〈b −Au, u− v〉 ≥ 0
Sei C ⊆ V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven, reellen Banachraumes
V . Der OperatorA : C → V ′ sei pseudomonoton, beschränkt und demisstetig, FallsC unbeschränkt
ist, existiere ein u0 ∈ C, so dass

lim
‖u‖→∞

〈Au, u− u0〉

‖u‖
= ∞.

(i) Für alle b ∈ V ′ gibt es ein u ∈ C, so dass (2.114) gilt.
(ii) Falls A monoton ist, ist die Lösungsmenge von (2.114) abgeschlossen und konvex.
(iii) Falls A strikt monoton ist, dann ist (2.114) eindeutig lösbar.

Beweis

(i) Wir wählen B = ∂χ : C → 2V ′

, wobei χ die Indikatorfunktion der Menge C ist. Wir
haben bereits in Satz 38 gezeigt, dassB maximal monoton ist und daher der Voraussetzung
im Satz von Browder genügt. Zusammen mit Lemma 18 folgt die Existenz einer Lösung.

(ii) Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung. Für einen monotonen Operator A : C → V ′ gilt

〈Au −Av, u− v〉 ∀u, v ∈ C. (2.115)

Es folgt
〈Av, v − u〉 = 〈Au, v − u〉 + 〈Av −Au, v − u〉 ≥ 〈Au, v − u〉. (2.116)

Ist zusätzlich u ∈ C Lösung der Variationsungleichung

〈b −Au, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C, (2.117)

dann können wir (2.116) weiter abschätzen

〈Av, v − u〉 ≥ 〈Au, v − u〉 ≥ 〈b, v − u〉,

d.h.
〈b −Av, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C. (2.118)

Damit haben wir gezeigt:

(a) Ist u ∈ C Lösung von (2.117), dann ist u ∈ C auch Lösung von (2.118). Es gilt auch
umgekehrt:

(b) Ist u ∈ C Lösung von (2.118), dann ist u ∈ C auch Lösung von (2.117).

Wir zeigen (b). Dazu setzen wir v = (1 − t)u + tw, wobei w ∈ C ist und 0 < t < 1. Wegen
der Konvexität von C ist v ∈ C. Setzen wir nun v in (2.118) ein, so erhalten wir

〈b −A((1 − t)u+ tw), u − (1 − t)u− tw〉 ≥ 0. (2.119)

Aus (2.119) folgt
t〈b−A((1 − t)u + tw), u− w〉 ≥ 0

bzw.
〈b−A((1 − t)u+ tw), u − w〉 ≥ 0,
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woraus sich für t→ 0+

〈b−Au, u− w〉 ≥ 0 ∀w ∈ C

ergibt.

Nach dieser Vorbetrachtung zeigenwir die Abgeschlossenheit und Konvexität der Lösungs-
menge S von (2.119). Wir beginnen mit der Konvexität.
Seien u und ũ aus S. Dann gilt für w = (1 − t)u+ tũ

〈b−Av,w − v〉 = 〈b−Av, (1 − t)u+ tũ− v〉 = (1 − t)〈b−Av, u− v〉 + t〈b−Av, ũ− v〉 ≥ 0,

d.h. w ∈ S. Beachte hierbei, dass v = (1 − t)v + tv ist.

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit. Wir betrachten eine konvergente Folge von Elemen-
ten un ∈ S , d.h. un → u für n → ∞.Wir müssen zeigen dass u ∈ S ist. Wir vermuten, dass
der Grenzwert von (〈b − Av, un − v〉 ≥ 0)n die Zahl 〈b − Av, u − v〉 ≥ 0 ist. In der Tat, für
v ∈ C gilt

|〈b−Av, un − v〉 − 〈b−Av, u− v〉| = |〈b−Av, un − u〉| ≤ ‖b−Av‖‖u− un‖ → 0

Daher befindet sich u in S.

(iii) Wir sehen uns die letzte Behauptung an. Dazu betrachten wir zwei Lösungen u und ũ
aus S. Für v ∈ C gilt

〈b −Au, u− v〉 ≥ 0,

〈b −Aũ, ũ− v〉 ≥ 0.

Wir setzen v = ũ in der ersten Ungleichung und v = u in der 2. Ungleichung und erhalten

〈b −Au, u− ũ〉 ≥ 0,

〈b −Aũ, ũ− u〉 ≥ 0.

Addition der beiden letzten Ungleichungen ergibt

〈−Au+Aũ, u− ũ〉 ≥ 0,

bzw.
〈Au −Aũ, u− ũ〉 ≤ 0.

Da A strikt monoton ist, folgt u = ũ.

Beispiel
Wir betrachten wieder das Hindernisproblem. In diesem Fall war

〈b, v〉 =

∫

Ω

fv dx, 〈Au, v〉 =

∫

Ω

∇u · ∇v dx,

C = {u ∈
◦

H1(Ω), u ≥ g}

Das Variationsproblem lautet: Man finde ein u ∈ C, so dass

〈b −Au, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C. (2.120)

Mit Hilfe von Satz 40 kann folgendes Ergebnis bewiesen werden:

Satz 41 Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Für alle f ∈ L2(Ω), g ∈
H1(Ω), g ≤ 0 auf ∂Ω, existiert genau eine Lösung der Variationsungleichung (2.120).
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Beweis

a) C ist eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Teilmenge von V =
◦

H1(Ω).

b) A : C → V ′ ist linear, stetig, strikt monoton und koerziv.

c) Aus der klassischen Koerzivität, folgt die im Satz 40 geforderteKoerzivität (vergl. Abschät-
zung (2.112))

Aus Satz 40 folgt nun die Behauptung.

Wir diskutieren, wie das Hindernis-Ausgangsproblem (2.107),(2.108),(2.109) und die Varia-
tionsungleichung (2.120) zusammenhängen.

Es sei u ∈ C eine glatte Lösung der Variationsungleichung
∫

Ω

f(u− v)dx−

∫

Ω

∇u · ∇(u − v) dx ≥ 0 ∀v ∈ C. (2.121)

Wir betrachten eine Funktion ϕ ∈ C∞
0 (Ω), ϕ(x) ≥ 0 und ein τ ∈ (0, 1]. Die Funktion v =

u+ τϕ ist aus C, da v|∂Ω = 0 und v = u+ τϕ ≥ u ≥ g ist. Damit liefert (2.121)
∫

Ω

f(−τϕ) dx−

∫

Ω

∇u · ∇(−τϕ) dx ≥ 0,

woraus

−

∫

Ω

fϕ dx−

∫

Ω

∆uϕdx ≥ 0,

bzw.

−

∫

Ω

(f + ∆u)ϕdx ≥ 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) ϕ(x) ≥ 0

folgt. Damit wird
−(f + ∆u) ≥ 0 in Ω

und daher
−∆u ≥ f in Ω.

Wir sehen uns die offene Menge

Ω+ = {x ∈ Ω : u(x) > g(x)}.

an. Wir betrachten eine Funktion ϕ ∈ C∞
0 (Ω+) und ein τ ∈ R mit genügend kleinem Betrag,

so dass v = u + τϕ aus C ist. Wir können in den obigen Rechnungen τ durch ±τ ersetzen
und erhalten

−∆u = f in Ω+.

Wir fassen zusammen: Es gilt

−∆u ≥ f in Ω \ Ω+ (Kontakt),

−∆u = f in Ω+ (kein Kontakt).

Dieser Sachverhalt kann ausgenutzt werden, um die Kontaktfläche zu ermitteln.

In den Anwendungen, z.B.in der Modellierung elasto-plastischer Materialien, treten allge-
meinere Variationsungleichungen auf, bei denen ein zusätzliches Funktional F gegeben ist.

Sei C ⊂ V eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Teilmenge eines reellen, reflexiven Ba-
nachraumes V , A : C → V ′, b ∈ V ′, F : C → (−∞,+∞].
Das Variationsproblem lautet: Man suche ein u ∈ C, so dass

〈b −Au, v − u〉 + F (u) ≤ F (v) ∀v ∈ C. (2.122)
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Wir setzen F auf V fort, indem wir definieren

F (u) :=

{
F (u) für u ∈ C,

∞ für u ∈ V \ C.

Wir stellen fest, dass das Problem (2.122) äquivalent zu folgendem Problem ist: Suche ein
u ∈ C, so dass

b ∈ Au+ ∂F (u). (2.123)

In der Tat, es ist ∂F (u) = {u∗ : F (v) ≥ F (u) + 〈u∗, v − u〉∀v ∈ V } und für u∗ = b−Au folgt
die Behauptung.

Um die Lösbarkeit von (2.123) zu sichern, können wir wieder den Satz 39 anwenden. Dort
ist B durch ∂F : C → 2V ′

zu ersetzen und zu prüfen unter welchen Voraussetzungen an
F das Subdifferential existiert und maximal monoton ist. Die Antwort wird durch Satz 38
von Rockafellar gegeben:

Satz 42 Satz 2 zur Lösung von Variationsungleichungen 〈b −Au, v − u〉 + F (u) ≤ F (v)
Sei C ⊆ V eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Teilmenge eines reellen, reflexiven Banachrau-
mes V . Der Operator A : C → V ′ sei pseudomonoton, beschränkt und demistetig, F : C →
(−∞,+∞], F 6≡ ∞ sei konvex und unterhalbstetig. Falls C unbeschränkt ist, existiere ein u0 ∈ C

so dass

lim
‖u‖→∞,u∈C

〈Au, u− u0〉

‖u‖
= ∞.

Dann besitzt die Variationsungleichung

〈b−Au, v − u〉 + F (u) ≤ F (v) ∀v ∈ C

eine Lösung u ∈ C.



Kapitel 3

Zeitabhängige Probleme

In diesemKapitel werdenwir die Existenz von Lösungen nichtlinearer Evolutionsgleichun-
gen mit Hilfe der Theorie monotoner Operatoren diskutieren. Evolutionsgleichungen ha-
ben z.B. die Form:

ut −A(u) = f,

utt −A(u) = f.

A ist i.a. ein nichtlinearer Operator.

Bei den bisher betrachteten Problemen haben wir mit Hilfe schwacher Formulierungen den
OperatorA : V → V ′ eingeführt. Dabei war der OperatorA ein Differentialoperator, der auf
Ortsvariable angewandt wurde. Betrachten wir Evolutionsgleichungen, dann unterschei-
den wir zwischen Orts- und Zeitableitungen undmüssen klären, was wir unter schwachen,
bzw. verallgemeinerten Zeitableitungen verstehen.

3.1 Zeitableitungen

Zunächst sehen wir uns an, wie eine Funktion u, die einen Raum-Zeit-Zylinder I ×Ω in die
Menge der reellen Zahlen abbildet, interpretiert werden kann. Sei u : I × Ω → R,

u = u(t, x), t ∈ I = [0, T ], x ∈ Ω ⊂ R
n.

(i) t ∈ I wird festgehalten.
u = u(t, ·) = ũ(t) ∈ V ist definiert durch

x→ u(t, x) =: ũ(t)(x),

ũ(t) : Ω → R

(ii) Wir variieren t ∈ I :
ũ : t→ ũ(t) ∈ V,

ũ : I → V

Damit ist ũ eine Abbildung in der Zeit mit Werten in einem Funktionenraum V.

Der Einfachheit halber wird ũ durch u ersetzt und

u : I → V (3.1)

ist in diesem Sinn zu verstehen. Wie V aussieht, wird durch die Eigenschaften von
u : I × Ω → R bestimmt, z.B. kann V=Lp(I, V ) sein.

87
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Definition 21 Es sei p ∈ [1,∞) und V ein reeller Banachraum. Dann ist

Lp(I, V ) = {u : I → V,

(
∫ T

0

‖u(t)‖p
V dt

) 1
p

= ‖u‖Lp(I,V ) <∞}

die Menge der Äquivalenzklassen von Abbildungen u : I → V bezüglich dieser Norm.

L∞(I, V ) = {u : I → V, ess supt∈I‖u(t)‖V <∞}

Welche Räume V auftreten, soll am Beispiel eines Rand-Anfangswert-Problems für die li-
neare Wärmeleitungsgleichung erläutert werden.

ut − ∆u = f in I × Ω (3.2)

u = 0 auf I × ∂Ω d.h u(t, x) = 0 ∀t ∈ I, ∀x ∈ ∂Ω (3.3)

u(0) = u0 in Ω d.h. (u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ Ω. (3.4)

Es sei u eine glatte Lösung von (3.2), (3.3), (3.4), ϕ ∈ L2

(

I,
◦

H1(Ω)
)

beliebig. Durch Mul-

tiplikation der Wärmeleitungsgleichung mit ϕ, Integration über I × Ω und anschließender
partieller Integration erhalten wir

∫

I

∫

Ω

utϕdxdt +

∫

I

∫

Ω

∇u · ∇ϕdxdt =

∫

I

∫

Ω

fϕ dxdt ∀ϕ ∈ L2

(

I,
◦

H1(Ω)
)

(3.5)

Suchen wir eine Lösung u ∈ L2

(

I,
◦

H1(Ω)
)

, dann sehen wir folgende Unterschiede in den

drei Integralen von (3.5):
Im ersten Integral muss ut ∈ L2

(
I,H−1(Ω)

)
sein (duale Paarung!).

Das zweite Integral ist wohl definiert.

Das dritte Integral ist für f ∈ L2 (I, L2(Ω)) im klassischen Sinn definiert; für f ∈ L2

(
I,H−1(Ω)

)

tritt eine duale Paarung auf.

Wir sehen, dass unterschiedliche Räume für u und ut betrachtet werden müssen; es treten

V =
◦

H1(Ω), V ′ = H−1(Ω) sowie H = L2(Ω) auf. Man spricht in diesem Fall von einem
Evolutionstripel (V,H, V ′) [10], IIa, S.416, oder von einem Gelfand Tripel [6], S.103.

Definition 22 Sei V ein reeller Banachraum,H ein reeller Hilbertraum, so dass

V
stetig
⊂ H, V̄ ‖·‖H = H.

Dann heißt (V,H, V ′) Gelfand Tripel.

Bemerkung: Es gilt

V
stetig
⊂ H ∼= H ′

stetig
⊂ V ′.

Ein klassisches Beispiel für ein Gelfand-Tripel wäre
( ◦

H1(Ω), L2(Ω), H−1(Ω)
)

, wie es oben

bei der Wärmeleitungsgleichung auftritt.

Folgerung: Sei (V,H, V ′) ein Gelfand Tripel. Für alle v, w ∈ V gilt

〈v, w〉V = (v, w)H = 〈w, v〉V .

Für alle h ∈ H, v ∈ V gilt
〈h, v〉V = (h, v)H .

Wir sind jetzt in der Lage, die verallgemeinerte Zeitableitung zu definieren.
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Definition 23 Sei u ∈ Lp(I, V ), 1 < p <∞. (V,H, V ′) sei ein Gelfand Tripel. du
dt

∈ Lq(I, V
′),

1
p

+ 1
q

= 1 ist die verallgemeinerte Zeitableitung von u, falls

∫ T

0

〈
du

dt
(t), v〉V ϕ(t) dt = −

∫ T

0

(u(t), v)Hϕ
′(t) dt ∀v ∈ V, ∀ϕ ∈ C∞

0 (I,R). (3.6)

Bemerkung: Die verallgemeinerte Zeitableitung ist eindeutig bestimmt. In der Tat: seien
w1, w2 ∈ Lq(I, V

′) zwei verallgemeinerte Zeitableitungen von u. Dann ist

∫ T

0

〈w1(t) − w2(t), v〉ϕ(t) dt = 0 ∀v ∈ V, ∀ϕ ∈ C∞
0 (I,R).

Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt

〈w1(t) − w2(t), v〉 = 0 in Lq(I) ∀v ∈ V.

Damit ist w1 = w2 in Lq(I, V
′).

Bemerkung:Die verallgemeinerte Zeitableitung du
dt

ist i.A. nicht mit der schwachen Zeitab-
leitung ∂tu identisch, die folgendermaßen definiert ist:

∫ T

0

∫

Ω

∂tuψ dxdt = −

∫ T

0

∫

Ω

u∂tψ dxdt ∀ψ ∈ C∞
0 (I,×Ω).

Ist C∞
0 (Ω) dicht in V, dann stimmen beide Zeitableitungen überein. Man betrachte ψ(t, x) =

v(x)ϕ(t).

Der Raum Wp,q

Wir führen jetzt einen Funktionenraum ein, in dem die verallgemeinerte Zeitableitung auf-
tritt.

Definition 24 Es sei 1 < p < ∞ und q der konjugierte Exponent, d.h. 1
p

+ 1
q

= 1. Wir

bezeichnen als

Wp,q := {u ∈ Lp(I, V ),
du

dt
∈ Lq(I, V

′)}

versehen mit der Graphen-Norm

‖u‖Wp,q
= ‖u‖Lp,(I,V ) + ‖u‖Lq,(I,V ′).

Wp,q ist ein Banachraum. Er ist reflexiv, falls V reflexiv ist. Weiterhin gilt folgendes wichtige
Lemma:

Lemma 19 Sei (V,H, V ′) ein Gelfand-Tripel. Dann gilt

Wp,q

stetig
⊂ C(I,H)

und ∫ t

s

〈
du

dt
(τ), u(τ)〉V dτ =

1

2
‖u(t)‖2

H −
1

2
‖u(s)‖2

H .

Der Beweis ist in [10], IIA, Satz 23.23, zu finden. Er ist technisch und wird analog zu folgen-
der Rechnung für reelle Funktionen einer reellen Variablen u : I → R geführt:

∫ t

s

u′(τ)u(τ) dτ =

∫ t

s

1

2
(u2(τ))′ dτ =

1

2
u2(t) −

1

2
u2(s).
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3.2 Anwendung der Theorie maximal monotoner Operato-

ren

Unser Ziel ist, den Satz 39 von Browder zur Existenz von Lösungen u ∈ C ∩ D(B) von
b ∈ Au + Bu anzuwenden. Die Abbildung B war maximal monoton, der Operator A
war pseudomonoton, beschränkt, demistetig und genügte einer gewissen Koerzivitätsbe-
dingung.
Wir führen jetzt die Abbildung B als verallgemeinerte Zeitableitung für Elemente u ∈Wp,q

ein.

Satz 43 Sei (V,H, V ′) ein Gelfand Tripel,Wp,q sei durch Definition 24 gegeben. Die Abbildung
B ist definiert durch

B : D(B) ⊆ Lp(I, V ) → Lq(I, V
′)

Bu :=
du

dt

D(B) = {u ∈ Wp,q : u(0) = 0}

Dann ist B ein linearer maximal monotoner Operator auf D(B).

Beweis

• B ist per definitionem wohl definiert und linear.

• B ist monoton, da für u, v ∈ Wp,q gilt

〈B(u) −B(v), u − v〉Lp(I,V ) =

∫ T

0

〈
d(u − v)

dt
, u− v〉V dt

=
1

2
‖(u− v)(T )‖2

H −
1

2
‖(u− v)(0)‖2

H .

=
1

2
‖(u− v)(T )‖2

H ≥ 0.

• B ist maximal monoton. Wir haben zu zeigen: Falls

〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ G(B), (3.7)

dann ist (u, u∗) ∈ G(B) ⊂ Lp(I, V ) × Lq(I, V
′). Die Gleichung (3.7) lautet

〈u∗ −
dv

dt
, u− v〉 =

∫ T

0

〈u∗ −
dv

dt
, u− v〉V dt ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ G(B) (3.8)

Wir überlegen, dass für u ∈ Lp(I, V ) folgt, dass u∗ = du
dt

ist. Dazu wählen wir v =

ϕ(t)z, ϕ(t) ∈ C∞
0 (I,R), z ∈ V. Es ist v(0) = 0 und dv

dt
= ϕ′(t)z ∈ Lq(I, V

′). Damit ist
(v, v∗) ∈ G(B).
Außerdem gilt, da ϕ(t) ∈ C∞

0 (I,R) ist,

〈
dv

dt
, v〉 =

∫ T

0

〈
dv

dt
, v〉V dt =

1

2
‖v(T )‖2

H −
1

2
‖v(0)‖2

H = 0.

Wir setzen v in (3.8) ein und erhalten:

0 ≤

∫ T

0

(〈u∗, u〉V − 〈u∗, ϕz〉V − 〈ϕ′z, u〉V ) dt.
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Es ist 〈z, u〉V = 〈u, z〉V und somit

0 ≤

∫ T

0

〈u∗, u〉V dt−

∫ T

0

〈ϕ′u+ ϕu∗, z〉V dt ∀z ∈ V, ∀ϕ ∈ C∞
0 (I,R). (3.9)

Die Ungleichung (3.9) gilt für alle z ∈ V , also auch für−z und für±λz,wobei |λ| groß
ist. Daher muss

∫ T

0

ϕ〈u∗, z〉V + ϕ′〈u, z〉V dt = 0

sein. Dies ist aber die Definitionsgleichung für die verallgemeinerte Zeitableitung,
d.h. u∗ = du

dt
∈ Lq(I, V

′)
Wir müssen noch zeigen, dass u(0) = 0 ist und damit u ∈ D(B) ist. Es gilt

0 ≤ 〈u∗−v∗, u−v〉 =

∫ T

0

〈
d(u− v)

dt
, u−v〉V dt =

1

2
‖u(T )−v(T )‖2

H −
1

2
‖u(0)−v(0)‖2

H .

(3.10)
Wir wählen eine Folge (an) ⊂ V mit anT → u(T ) in H . Wir betrachten die Folge
(vn(t) = ant)n und setzen diese Funktionen in (3.10) ein. Wir erhalten

0 ≤
1

2
‖u(T )− vn(T )‖2

H −
1

2
‖u(0) − vn(0)‖2

H .

Beachten wir, dass vn(0) = 0 und lim
n→∞

vnT = u(T ) ist, liefert uns der Grenzübergang
n→ ∞

0 ≤ −
1

2
‖u(0)‖2

H ,

d.h. u(0) = 0.

Wir betrachten jetzt folgendes Anfangswertproblem

du

dt
+Au(t) = b(t) für t ∈ I = [0, T ] (3.11)

u(0) = 0. (3.12)

Hierbei sei der Operator A durch A : X = Lp(I, V ) → X ′ = Lq(I, V
′) definiert,

1 < p <∞, 1
p

+ 1
q

= 1. (V,H, V ′) sei ein Gelfand Tripel. Wir setzen

Bu =
du

dt
, D(B) = {u ∈ Wp,q : u(0) = 0}

Das obige Anfangswertproblem lautet:
Finde ein u ∈ D(B), so dass für b ∈ X ′ gilt

Bu+Au = b. (3.13)

Die Lösungseigenschaften dieses Anfangswertproblems werden durch folgenden Satz be-
schrieben:
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Satz 44 Sei V ein reeller, reflexiver Banachraumund (V,H, V ′) ein Gelfand Tripel,X = Lp(I, V ),
A : X → X ′ ein pseudomonotoner, koerziver, demistetiger, beschränkter Operator. Dann existiert
für alle b ∈ X ′ eine Lösung u ∈ D(B) von (3.13) FallsA strikt monoton ist, dann ist diese eindeutig
bestimmt.

Beweis

Wir wenden Satz 39 (Satz von Browder) an.
(i) Wir zeigen, dass C = D(B) = {u ∈ Wp,q : u(0) = 0} ein nichtleerer, abgeschlossener,
konvexer Teilraum vonWp,q ist.

• nichtleer: u = v(x)ϕ(t) ist aus C, falls v ∈ V, ϕ ∈ C∞
0 (I,R).

• konvex: λu1 + (1 − λ)u2 ∈ C, falls u1, u2 ∈ C.

• abgeschlossen: Sei (un) ⊂ D(B), so dass un → u in Wp,q .Wir haben zu zeigen, dass

u(0) = 0 ist. Nach Lemma 19 istWp,q

stetig
⊂ C(I,H), d.h.

‖un − u‖C(I,H) = max
t∈I

‖un(t) − u(t)‖H ≤ c‖un − u‖Wp,q
→ 0 für n→ ∞.

Es folgt
‖un(0) − u(0)‖H = ‖u(0)‖H = 0,

und damit ist u(0) = 0.

(ii) Die Voraussetzungen des Satzes von Browder sind erfüllt.

• B : C ⊂ X → X ′ ist maximal monoton.

• A : C ⊂ X → X ′ ist pseudomonoton, demistetig, koerziv und beschränkt. Die Korzi-
vität bedeutet

lim
‖u‖→∞,u∈C

〈Au, u− u0〉

‖u‖
= ∞.

und da u0 = 0 gewählt werden kann, gilt im klassischen Sinn

lim
‖u‖→∞,u∈C

〈Au, u〉

‖u‖
= ∞.

(iii) Wir zeigen die Eindeutigkeit. Sei A strikt monoton. Wir betrachten zwei Lösungen
u1, u2 ∈ D(B), d.h.

Bu1 +Au1 = b,

Bu2 +Au2 = b.

Subtraktion dieser Gleichungen liefert

0 = B(u1 − u2) +Au1 −Au2.

Es folgt

0 = 〈B(u1 − u2), u1 − u2〉 + 〈Au1 −Au2, u1 − u2〉

=
1

2
‖u1(T ) − u2(T )‖2

H −
1

2
‖u1(0) − u2(0)‖2

H + 〈Au1 −Au2, u1 − u2〉

≥ 〈Au1 −Au2, u1 − u2〉.

Hier haben wir Lemma19 benutzt, sowie die Voraussetzung, dass u1(0) = u2(0) = 0 gilt.
Aus der strikten Monotonie von A folgt u1 − u2 = 0.
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Beispiel:Wir sehen uns das Rand-Anfangswertproblem

ut − ∆u = b in I × Ω (3.14)

u = 0 auf I × ∂Ω (3.15)

u(0) = 0 in Ω (3.16)

an. Wir wählen V =
◦

H1(Ω), H = L2(Ω), V ′ = H−1(Ω). Diese Räume bilden ein Gelfand
Tripel. Wir setzen X = L2(I, V ) und damit ist X ′ = L2(I, V

′). Das schwach formulierte
Problem lautet: Finde ein u ∈ D(B) ⊂ X , so dass gilt

〈
∂u

∂t
, v〉 + 〈Au, v〉 = 〈b, v〉 ∀v ∈ X.

Der Operator A : X → X ′

〈Au, v〉 =

∫ T

0

∫

Ω

∇u · ∇v dx dt ≤ ‖u‖X‖v‖X

ist stark monoton, d.h.

〈Au−Av, u − v〉 =

∫ T

0

∫

Ω

∇(u − v) · ∇(u − v) dxdt ≥ c

∫ T

0

‖u− v‖2
V dt = c‖u− v‖2

L2(I,V ).

Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 44 erfüllt und wir erhalten folgendes Ergebnis:

Das Rand-Anfangswertproblem (3.14),(3.15),(3.16) besitzt für jedes b ∈ L2(I, V
′) eine eindeutig

bestimmte schwache Lösung u ∈ L2(I, V ) mit du
dt

∈ L2(I, V
′).

Ein quasilineares parabolisches Problem

Wir wollen nun den linearen Laplace-Operator durch den p-Laplace-Operator ersetzen und
folgendes quasilineare Rand-Anfangswertproblem betrachten:

ut − div(|∇u|p−2∇u) + g(u) = f in I × Ω (3.17)

u = 0 auf I × ∂Ω (3.18)

u(0) = 0 in Ω (3.19)

Analog zum stationären Fall, siehe Abschnitt 2.4, nehmen wir an, dass g : R → R stetig ist,
einer Wachstumsbedingung

|g(s)| ≤ c(1 + |s|r−1), 1 ≤ r <∞,

genügt und dass gilt
inf
s∈R

g(s)s > −∞. (3.20)

Sei V =
◦

W 1,p(Ω) und X = Lp(0, T ;V ). Die Räume (V,H, V ′) bilden ein Gelfand Tripel für
H = L2(Ω), falls p ≥ 2n

2+n
ist. Wir betrachten die Operatoren A1 : X → X ′, A2 : X → X ′,

die durch

〈A1u, v〉 :=

T∫

0

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dxdt

〈A2u, v〉 :=

T∫

0

∫

Ω

g(u)v dxdt
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definiert sind. Hierbei ist X ′ = Lp(0, T ;V )′ = Lq(0, T ;V ′) mit 1
p

+ 1
q

= 1.

Wir wollen diskutieren, ob A1 und A2 ähnliche Eigenschaften wie im stationären Fall besit-
zen.

Der Operator A1

Lemma 20 Sei 1 < p <∞. A1 bildetX in X ′ ab.

Beweis:

〈A1u, v〉 =

T∫

0

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dxdt

≤

T∫

0

∫

Ω

|∇u|p−1|∇v| dxdt

Hölder
≤ ‖∇u‖p−1

Lp([0,T ]×Ω)‖∇v‖Lp([0,T ]×Ω)

≤ c





T∫

0

∫

Ω

|∇v|p dxdt





1
p

≤ c





T∫

0

‖v‖p
V dt





1
p

= c‖v‖X .

Lemma 21 Sei 1 < p < ∞. Der Operator A1 : X → X ′ ist strikt monoton, stetig, koerziv und
beschränkt.

Der Beweis läuft analog zum Beweis von Lemma 8.

Bemerkung: Wir benötigen eigentlich nur, dass A1 auf dem Teilraum C = D(B) = {u ∈
Wp,q, u(0) = 0} strikt monoton, stetig und koerziv ist.

Der Operator A2

Im stationären Fall haben wir in Lemma 12 gezeigt, dass A2 (unter der Voraussetzung, falls
1 < p < n, dann ist r < np

n−p
) wohl definiert, beschränkt und stark stetig ist. Dabei haben

wir die kompakten Einbettungen

◦

W 1,p(Ω)
c
⊂ Lα(Ω)

benutzt.
Wir überlegen nun, ob im instationären Fall A2 : D(B) ⊂ X → X ′ wohl definiert ist.
Wir werden sehen, dass es in diesem Fall wesentlich ist, A2 : D(B) ⊂ Wp,q → W ′

p,q zu
betrachten.
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Lemma 22 SeiΩ ⊂ Rn, n ≥ 2, ein beschränktes Gebiet mit einem Rand ∂Ω ∈ C0,1. Sei p ≥ 2n
n+2

und (
◦

W 1,p(Ω), L2(Ω),
◦

W 1,p(Ω)′) das entsprechende Gelfand-Tripel. Weiterhin sei Wp,q = {u ∈
Lp(I, V ) = X : du

dt
∈ Lq(I, V

′) = X ′}, versehen mit der Graphennorm. Die Funktion g : R → R

genüge der Voraussetzung (3.20). Falls r ≥ pn+2
n

ist, dann bildet A2 den Raum Wp,q in seinen
DualraumW ′

p,q ab und ist beschränkt. Für r < pn+2
n

ist A2 : Wp,q →W ′
p,q stark stetig.

Beweis

Wir gliedern den Beweis in 3 Schritte.

1.Schritt Beweisidee für die Wohldefiniertheit und Beschränktheit

Für alle u, v ∈Wp,q und s = p(n+2
n

), 1
s

+ 1
s′ = 1 gilt

|〈A2u, v〉| ≤ c

∫

I

∫

Ω

(1 + |u|r−1)|v| dx dt

≤ c

∫

I

∫

Ω

|v| dx dt + c
(

‖u‖r−1
L(r−1)s′(I×Ω)‖v‖Ls(I×Ω)

)

≤ c̃
(

1 + ‖u‖r−1
L(r−1)s′(I×Ω)

)

‖v‖Ls(I×Ω).

In der 2. Abschätzung haben wir die Höldersche Ungleichung wie folgt angewandt.

∫

I

∫

Ω

|u|(r−1)|v| dx dt ≤ ‖u(r−1)‖Ls′(I×Ω)‖v‖Ls(I×Ω),

‖u(r−1)‖Ls′(I×Ω) =

(∫

I

∫

Ω

|u|(r−1)s′

dx dt

) 1
s′

= (

∫

I

‖u‖L(r−1)s′(Ω) dt)
1
s′

(r−1)s′

= ‖u‖
(r−1)
L(r−1)s′(I×Ω).

Falls (r − 1)s′ ≤ s ist, sehen wir sofort, dass ‖u‖L(r−1)s′(I×Ω) ≤ ‖u‖Ls(I×Ω) gilt. Falls wir

zeigen können, dass in diesem Fall ‖v‖Ls(I×Ω) ≤ ‖v‖Wp,q
ist, folgt

〈A2u, v〉 ≤ c̃(
(

1 + ‖u‖r−1
Wp,q

)

‖v‖Wp,q
.

Daher ist A2 : Wp,q →W ′
p,q wohl definiert und beschränkt.

Man beachte, die Bedingung (r − 1)s′ ≤ s bedeutet, dass r ≤ s ist.

2.Schritt Beweis der Beschränktheit durch Fallunterscheidung

Wir zeigen die Abschätzung für s = p(n+2
n

) :

‖v‖Ls(I×Ω) ≤ ‖v‖Wp,q
.

Es ist

‖v‖Ls(I×Ω) =

(∫

I

∫

Ω

|v|s dx dt

) 1
s

=

(∫

I

‖v‖s
Ls(Ω) dt

) 1
s

(3.21)

Weiterhin gilt

‖v‖Ls(Ω) =

(∫

Ω

|v|sα|v|s(1−α) dx

) 1
s

für α ∈ (0, 1).

Wir betrachten ein δ mit 1 < δ <∞ und bezeichnen mit δ′, den zu δ konjugierten Exponen-
ten. Dann ist unter Beachtung der Hölderschen Ungleichung

‖v‖Ls(Ω) ≤ ‖v‖α
Lsαδ(Ω)‖v‖

1−α
Ls(1−α)δ′ (Ω)
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und
‖v‖s

Ls(Ω) ≤ ‖v‖αs
Lsαδ(Ω)‖v‖

(1−α)s
Ls(1−α)δ′ (Ω). (3.22)

Wir setzen (3.22) in (3.21) ein und erhalten:

‖v‖s
Ls(I×Ω) ≤

∫

I

‖v‖αs
Lsαδ(Ω)‖v‖

(1−α)s
Ls(1−α)δ′ (Ω) dt. (3.23)

1.Fall p ≥ n

In diesem Fall ist
◦

W 1,p(Ω)
stetig
⊂ Lsαδ(Ω), sαδ ≥ 1. Jetzt bestimmen wir α so, dass αs = p,

d.h. α = n
n+2 < 1. Es folgt, dass αsδ = pδ ≥ 1 ist. Jetzt bestimmen wir δ so, dass

s(1 − α)δ′ = 2, d.h. (s− p)δ′ = 2, δ′ =
2

s− p
.

Diese Forderung ist für s = p(n+2
n

) sinnvoll und es ist (1 − α)s = s− p = p(n+2
n

− 1) = 2
n
p.

Wir schätzen (3.23) weiter ab.

‖v‖s
Ls(I×Ω) ≤ c

∫

I

‖∇v‖p

Lp(Ω)‖v‖
2
n

p

L2(Ω) dt ≤ c sup
t∈I

‖v(t)‖
2
n

p

L2(Ω)‖v‖
p
Wp,q

.

Nun ist nach Lemma 19
sup
t∈I

‖v(t)‖L2(Ω) ≤ c̃‖v‖Wp,q
.

und damit
‖v‖s

Ls(I×Ω) ≤ ĉ‖v‖
( 2

n
+1)p

Wp,q
= ĉ‖v‖s

Wp,q
.

Es folgt
‖v‖Ls(I×Ω) ≤ ĉ‖v‖Wp,q

.

2.Fall p < n

In diesem Fall müssen wir ebenfalls garantieren, dass
◦

W 1,p(Ω)
stetig
⊂ Lsαδ(Ω), was für sαδ =

np
n−p

erfüllt ist. Wir fordern sα = p, s(1 − α)δ′ = 2,woraus

δ =
n

n− p
, δ′ =

n

p
, (s− p)

n

p
= p(

n+ 2 − n

n
)
n

p
= 2

folgt. Das liefert wie im ersten Fall die Behauptung.

3.Schritt Beweis der starken Stetigkeit von A2

Wir haben zu zeigen, dass A2 schwach konvergente Folgen in stark konvergente Folgen
abbildet.

Sei (un) ⊂ Wp,q eine schwach konvergente Folge. Es folgt, dass ‖un‖Wp,q
< c. Aufgrund

eines Lemmas von Aubin(1963) und Lions(1969), [6] S.121, gilt

Wp,q

comp
⊂ Lr(I × Ω), falls r < p

n+ 2

n
.

Daher gibt es eine konvergente Teilfolge

unk
→ u in Lr(I × Ω).

Wir erinnern jetzt an den Nemyckii-Operator:

F : Lr(I × Ω) → L′
r(I × Ω), F (u) := g(u).
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F ist stetig, falls
|g(u)| ≤ 1 + |u|r−1 = 1 + |u|

r
r′ .

Damit erhalten wir folgende Abschätzung:

‖A2unk
−A2u‖Wp,q

= sup
w∈Wp,q,‖w‖≤1

|〈A2unk
−A2u,w〉|

= sup
w∈Wp,q,‖w‖≤1

∫

I

∫

Ω

|g(unk
) − g(u)||w| dx dt

≤ sup
w∈Wp,q,‖w‖≤1

‖F (unk
) − F (u)‖Lr′(I×Ω)‖w‖Lr(I×Ω)

≤ c‖F (unk
) − F (u)‖Lr′(I×Ω) → 0,

d.h A2 : Wp,q →W ′
p,q ist stark stetig.

Nun folgt mit Hilfe des Satzes von Browder folgendes Ergebnis:

Satz 45 Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, I = [0.T ] ein endliches Zeitin-

tervall. Weiterhin sei p ≥ 2n
n+2 und die stetige Funktion g : R → R erfülle für r < p(n+2)

n
folgende

Bedingungen:
g(s) ≤ 1 + |s|r−1, g(s)s > −∞.

Dann gibt es für alle f ∈ Lq(I × Ω) eine schwache Lösung u ∈ D(B) = {u ∈Wp,q, u(0) = 0},
d. h. u genügt den Gleichungen

∫

I

〈
du(t)

dt
, v(t)〉 dt+

∫

I

∫

Ω

|∇u(t)|p−2∇u(t) · ∇v(t) dx dt

+

∫

I

∫

Ω

g(u(t))v(t) dx dt =

∫

I

∫

Ω

f(t)v(t) dx dt ∀v ∈ C∞
0 (I × Ω).
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von Brézis, 56
von Browder und Minty, 44

Satz von Peano, 33
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