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Einleitung

Zahlreiche Probleme in den Natur- und Ingenieurwissenschaften, in der Okonomie und
Medizin werden als nichtlineare mathematische Aufgaben formuliert. Als Beispiel seien
genannt:

e in der Festkérpermechanik: Deformation elastischer Kérper, Kontakt- und Bruchpro-
bleme, Verhalten von elasto-plastischen und plastischen Materialien;

e in der Stromungsmechanik: Fliisse um Hindernisse, Schockwellen in Gasen, Bewe-
gung viskoser Fluide, Turbulenzen, Oberflichenwellen;

e in der Chemie, Physik und Biologie: nichtlineare Evolutionsgleichungen, Schmelz-
prozesse, chemische Reaktionen, Warmeausbreitung, Verhalten von elastischen und
magnetischen Feldern, Prozesse in Kernreaktoren, Diffusionsprozesse, dynamische
Systeme;

e in der Okonomie: Optimierungsprobleme, inverse Probleme.

In vielen Fillen fithrt die mathematische Modellierung auf nichtlineare Differential- und
Integralgleichungen, auf die Minimierung nichtlinearer Funktionale oder auf Variationsun-
gleichungen.

Wir untersuchen nichtlineare Operatorgleichungen im Rahmen der Funktionalanalysis:
Ar =y, A: X Y.

Hierbei sind X und Y topologische Raume, z.B. konnen sie Teilmengen von Banachrdumen
sein. Die abstrakten Methoden der Funktionalanalysis fithren zu Aussagen tiber die Losbar-
keit, Existenz und Eindeutigkeit, zu Abschitzungen und zur Charakterisierung des Verhal-
tens der Losungen.

Es werden folgende Schwerpunkte gesetzt:

o Fixpunktsitze (z.B. Banach, Brouwer, Schauder) und Anwendungen
e Monotone und pseudomonotone Operatoren mit Anwendungen
e Maximal monotone Operatoren und Variationsungleichungen

e Zeitabhdngige Probleme

Als Literatur wird empfohlen: [6], [10].






Kapitel 1

Fixpunktsitze

In diesem Kapitel gehen wir auf eine der wichtigsten Methoden zur Behandlung nicht-
linearer Probleme ein: die Formulierung als Fixpunktgleichung und Anwenden von Fix-
punktsdtzen.

Es sei

T - MCcX-—-M

eine ,Selbstabbildung” einer Teilmenge eines metrischen, normierten oder topologischen
Raumes X in sich. Die Gleichung

Ter=x

heifst Fixpunktgleichung, jede Losung = wird Fixpunkt genannt.
Nicht jede Abbildung besitzt einen Fixpunkt. Man betrachte z.B. die Translation

Te=x+x9, 290 #0.

Wir demonstrieren an Beispielen, wie nichtlineare Probleme auf die Losung von Fixpunkt-
gleichungen zuriickgefiihrt werden kénnen

(i) Bestimmung des Kerns (Nullraumes) einer Abbildung
Ar=0.

Diese Gleichung kann in dquivalente Fixpunktgleichungen tiberfiihrt werden

Ty = ztAr=ux

Tr = x+MAz=u=z,0%#)¢cR, (lineare Relaxation)

Tr = - AF(Az)=2,0#) R, F(Az) =0& Az =0
(nichtlineare Relaxation)

Tz = x— (A(2)) Az =2,

vorausgesetzt (A’(x)) ! existiert, Newton-Verfahren

(ii) Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen 1.Ordnung

() = f(t =)
z(0) = =z,
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wobei f eine Abbildung
fTQCRXxX —- X

ist. Das Anfangswertproblem kann als dquivalente Integralgleichung geschrieben wer-
den:

x(t) = xo + / f(s,x(s))ds = Tx(t).

(iii) Dirichletproblem fiir eine nichtlineare Poissongleichung:

—Au = f(u) inQ,
u = 0 aufoQ) .

Formal kann dieses Problem als Fixpunktgleichung mit Hilfe des inversen Operators
(A)~! geschrieben werden:

u=(=A)"'f(u)=Tu.

1.1 Banachscher Fixpunktsatz

Der Banachsche Fixpunktsatz garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten.
Der Beweis ist konstruktiv, da ein Iterationsverfahren benutzt wird, das zu numerischen
Berechnungen von Naherungslosungen mit entsprechenden a-priori und a-posteriori Feh-
lerabschitzungen fiithrt. Er wird zumeist in der Analysis benutzt, um den Satz von Picard-
Lindelof tiber die eindeutige Losbarkeit von Anfangswertproblemen fiir gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen zu beweisen.

Wir formulieren den Banachschen Fixpunktsatz in metrischen Rédumen X mit der Metrik
0: X x X — RT U{0}. Wir beginnen mit folgender Definition:

Definition 1 Essei T : M C X — X, wobei X ein metrischer Raum ist.

o T ist k-kontrahierend, falls
o(Tz,Ty) < ke(,y) (11)
Y,y € M und fiir ein festes k,0 < k < 1, ist.
o T ist kontrahierend, falls
o(Tz, Ty) < o(x,y) Ve,ye M, x#y.
o T ist nicht expandierend, falls
o(Tz,Ty) < o(x,y)Ve,y € M (dh.k=1).
o T ist Lipschitz-stetig, falls
o(Tx,Ty) < ko(z,y) YVz,y € M

und fiir ein k mit 0 < k < oo ist.
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Bemerkungen:
Es gilt: k-kontrahierend = kontrahierend = nicht expandierend = Lipschitz-stetig.

Ist X ein normierter Raum und T eine lineare und stetige Abbildung, dann ist T stets
Lipschitz-stetig mit k = || T'||.

Satz 1 (Banachscher Fixpunktsatz, 1922)
Es sei

o M eine abgeschlossene, nichtleere Menge in einem vollstindigen metrischen Raum X.
e " MCX —->M
o T ist k-kontrahierend
Dann gilt
o Eindeutigkeit: x = T'x besitzt genau eine Losung x € M.

Konvergenz: die Folge (x,, = Tx,_1) konvergiert gegen den Fixpunkt x fiir einen beliebigen
Anfangspunkt xo € M.

Fehlerabschitzung a-priori: fiir n =0,1,2,...:

p(xn, ) < k(1 — k)" p(xo, 1)

Fehlerabschitzung a-posteriori:
P(l’n+17l’) < k(l - k)_lp(xmxn-l-l)
o Konvergenzgeschwindigkeit: fiirn =0,1,2,... gilt p(xp41,2) < kp(z,,x).

Beweis:

1.Schritt: Wir zeigen (z,, = Tx,_1) ist eine Cauchy-Folge, z, — xz und Tz = .

P($m$n+1) = P(T$n717TiEn)
S k/’p(ﬂﬁn—hl’n)
< Kp(en-2,Tn-1)
S k/np(xOv‘rl) .

Die Dreiecksungleichung liefert fiir ein beliebiges ¢ > 0

P(l’m -Tn-i—l) + p(xn-i-l; $n+2) + -+ p(xn-i-m—l; :Cn-i-m)
(kn + kn-l—l N kn-{-m—l)p IL'Q,SCl)
E"(1— k) p(xg,z1) < €

P(l’m -Tn-l—m)

IN A IA

fur gentigend grofles n. Da M abgeschlossen ist, konvergiert die Folge (x, = Tz,-1) zu
einem Grenzwert « € M. Fiir diesen Grenzwert gilt:

plx,Tz) < p(x,2n41) + p(@nt1, T2) = p(z,2n41) + p(Txn, Tx)
(1.1)
< plz,Tpi1) + p(z,x,) < 2e  fiir gentigend groBiesn .

Damitist x = T'z.
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2.Schritt: a-priori und a-posteriori Abschitzungen

p(n, ) < p(Tn, Tnim) + p(Tntm, )
< k"(1—k)"'p(zo,z1) +¢ fiir geniigend groSesm .

Daraus folgt
p(xn,x) < k"1 —k)"'p(xg,2) fiirm — oo.

Fiir ¢ = z,, erhalten wir

Auflerdem ist

p(@nt1,x) = p(Tay, Ta) < kp(wn, x) .

3.Schritt: Eindeutigkeit

Es sei
r=Trundy =Ty.
Dann ist
p(z,y) = p(Tz, Ty) < kp(z,y) < p(z,y) firz #y,
was nicht sein kann. ]
Bemerkung:

Alle Voraussetzungen des Satzes 1 sind wesentlich, d.h. falls eine Voraussetzung verletzt
wird, braucht kein Fixpunkt in M zu existieren (Ubung).

Um weitere Versionen des Banachschen Fixpunktsatzes formulieren zu kénnen, wiederho-
len wir den Begriff der Kompaktheit.

Definition 2 Sei X ein metrischer Raum. M C X heifit kompakt, wenn jede Folge eine Teilfolge
enthdlt, die zu einem bestimmten Element der Menge M konvergiert. M ist relativ kompakt, falls
die Abschlieffung M kompakt ist.

Bemerkungen:

(i) Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist beschrdankt und abgeschlos-
sen. In endlichdimensionalen normierten Riumen sind diese Eigenschaften notwen-
dig und hinreichend fiir die Kompaktheit.

(ii) Eine stetige Abbildung F': M C X — R, wobei M kompakt ist, nimmt ihr Extremum
auf M an.

Satz 2 Essei T eine kontrahierende Abbildung, die eine abgeschlossene Teilmenge M eines vollstindi-
gen metrischen Raumes X in sich abbildet. Das Bild T'(M) = Mo C M sei relativ kompakt. Dann
besitzt T genau einen Fixpunkt in Mo C M.
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Beweis:

Wir betrachten den Ausdruck p(z, Tz) = F(x) als Abbildung von M in R. Da pund T ste-
tige Abbildungen sind, ist auch F' stetig und nimmt daher ihr Minimum auf M (kompakte
Menge) an. Sei p(zo, T'ro) = min, 57, p(z, Tr). Wir zeigen indirekt, dass zo ein Fixpunkt
ist.

Sei p(xo, T'zo) > 0, d.h. zg # Txo. Da T kontrahierend ist, gilt:

p(Txo, T?x0) < p(x0, T10) .

Da Txg € My C My ist, wire Txg Minimum von F(x) in M und nicht zy. Aus diesem
Widerspruch folgt, dass xg = Tz ist.

Wir zeigen die Eindeutigkeit:

Wir nehmen an, es gédbe ein weiteres yo, yo # o, mit T'yo = yo. Dies fiihrt auf

p(:rOv yO) = p(TZ'07 Tyo) < p(‘TOa yO)
und damit zum Widerspruch. |

Eine weitere Variante von Satz 2 ist folgender:

Satz 3 Essei T eine kontrahierende Abbildung, die einen kompakten, metrischen Raum M in sich
abbildet. Dann besitzt T genau einen Fixpunkt € M, der Grenzwert einer Folge x,, = Ty, fiir
einen beliebigen Startwert xo € M ist.

Abbildung 1.1: Disjunkte Umgebungen

Beweis:

Die Elemente z,, = T"x( befinden sich in der kompakten Menge M. Daher existiert eine
konvergente Teilfolge (1" x();, deren Grenzwert wir mit z* bezeichnen. Da T eine stetige
Abbildung ist, konvergiert die Bildfolge (7" "'z(); zum Grenzwert T'z*.

Wir zeigen, dass z* Fixpunkt von 7' ist, also #* = T'x*. Wir nehmen indirekt an, dass

x* # Ta* sei. Polglich existieren abgeschlossene disjunkte Umgebungen U von z* und V
von Tz* in M (siehe Abbildung 1.1).

Die Produktmenge U x V ist kompakt und daher nimmt die Abbildung
Tu,T
d(u, v) = p(Tu, Tv)
p(u, v)
ihr Maximum auf U x V' an. Wegen der Kontraktionseigenschaft erhalten wir
o(Tu, Tv) < kop(u,v), Yu,v €U xV,

wobei ky = max d(u,v) < 1 ist. Wir wihlen nun einen Index ig so, dass T™z¢ € U

u,vEUXV
und Ttz € V fiir alle i > iy ist. Es gilt fiir j > io, dass

p(T”jxo,T”ﬁlxo) <. < kéiiop(T"io xo, T"ioJrl:EO)
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ist, und daher erhalten wir

lim p(T™ g, T™ 2g) = p(a*, T2z*) = 0. (Widerspruch)

J—00

Wir zeigen, dass der Fixpunkt z* auch Grenzelement der Ausgangsfolge 7"z ist. Ist n
geniigend grofs, so kénnen wir n = n; + j schreiben. Damit wird

plx*, T"xo) = pa*, T ) = p(TIx*, T ay)
< p(x*, TMxg) <e.

Folglich ist

lim p(a*,T"x9) =0.

n—oo

Anwendungen

Wir sehen uns jetzt Anwendungen des Banachschen Fixpunktsatzes an. Zunichst betrach-
ten wir

Iterationsmethoden zur Losung linearer Operatorgleichungen.

Sei A: X — X ein linearer stetiger Operator mit Az = b, der einen Banachraum X in sich
abbildet. Durch Einfithrung des Operators B = I — A erhalten wir die Fixpunktgleichung

Bx+b=Tr==z,

die dquivalent zu Az = bist.
Da

[Tz =Tyl = ||Bz — By|| < [| B[z — vl

erhalten wir sofort: Ist || B|| = ||I — A]| < 1 dann existiert eine eindeutige Losung. Etwas
genauere Aussagen erhilt man mit Hilfe des Spektralradius von B:

r(B):= lim /| B"|.

n—oo
Der Banachsche Fixpunktsatz lautet dann

Satz 4 Sei B = I — A ein linearer stetiger Operator, der einen Banachraum X in sich abbildet.

a) Falls r(B) < 1 ist, dann konvergiert die Folge
Ty = Bx,_1+5b

fiir jedes b € X und fiir ein beliebiges Anfangselement xo € X zu einer eindeutig bestimmten
Losung von

Br+b==x.

b) Falls r(B) > 1 ist, dann existiert ein Element b € X, so dass die Folge (x,,) mit dem An-
fangselement xo = 0 divergiert.
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Beweis von a):

Zunichst zeigt man, dass (z,,) eine Cauchy-Folge ist. Die Elemente der Folge lauten:

Z0 beliebig

Ty = b+ Bxg
o = b+Bb+B2ZEO
Tn = b+ Bb+---+B" b4 Bz
Tpy1 = b+ Bb+---+B" b+ By
Damit erhalten wir, dass
p(Tn, Tni1) = |zn — Tyl = [|[B 2o — B" 21|
< B™llzo — 21,

und
P, tm) < (B + -+ |B™H)lwo — 21| fiixm >n

ist. Die Zahlenreihe Y ° ||| B"|| konvergiert, falls

lim Y/||B*||=r(B)<1.

n—oo

Bezeichnen wir mit S,, = "' || B"|| die Partialsumme, dann ist
(X, Tm) < (Sm—1 — Sn—1)||zo — z1|| <& furm >n > ng(e),

und (z,,), ist Cauchy-Folge mit dem Grenzwert z*.
Wir zeigen, dass z* Fixpunkt von 7 ist:

pla”, Tz®) < p(a* wn1) + p(ent1, Tx") = p(a”, 2pp1) + p(Tan, Tz")
< et |Blan —a)l| e+ [Bllzn — 2" < (1 +|[Bl)e =¢

fur gentigend grofies n.

Wir zeigen nun indirekt, dass der Fixpunkt eindeutig bestimmt ist.

Seiz =Txund Ty =y,  # y. Dalim, .. ¥/||B"| < 1ist, existiert ein ng so dass
|B™|| < 1.Fir dieses ng gilt

lz —yll = [Tz = T"y[| = [|B™ (x —y)| < [B™|lz —yll <llz -yl firn>ne.
(Widerspruch!)

Der Beweis von b) wird als Ubung empfohlen. Hinweis: Man nutze das Prinzip der gleichmagi-
gen Beschranktheit. |
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Ein semilineares Problem

Gesucht ist eine skalare Funktion u, die in einem beschriankten Gebiet 2 C R"™ definiert ist,
so dass

—pAu = f(u) inQ

u = 0 auf o). 12)

Der Parameter p sei eine positive reelle Zahl. Die schwache Formulierung von (1.2) lautet:
Finde einw € WH2(Q) =V, so dass
a(u,v):u/VuVde: (f(u),v) YveV. (1.3)
Hierist f: V — V.
Wir fiihren die Menge M ein:
M={ueV:|ullv <R},
wobei R eine positive reelle Zahl ist. Wir nehmen an, dass

[f(u1) = fluz)llv: < cfllur — uzllv (1.4)

fiir alle u1,up € M. Die Konstante cy sei beschrankt durch die Konstante a aus der Unglei-
chung

alu,u) > alull} YueV,

genauer,
cr<a—9, (1.5)
wobei J eine kleine positive Zahl ist. Weiterhin sei f folgendermaflen beschrankt auf M
If@llv <aR VueM. (1.6)
Wir linearisieren (1.3) im Punkt uy € M:
a(u,v) = (f(ug),v) VveV. (1.7)

Wir zeigen nun, dass die Abbildung T, die ug € M die eindeutig bestimmte Losung von
(1.7) zuordnet, T'uy = u, eine lineare Abbildung von M in M und k-kontrahierend ist.

Satz 5 Essei f : V — V' eine Abbildung, die den Vorausssetzungen (1.4), (1.5) und (1.6) geniigt.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte Losung uw € M des Problems (1.3), die durch ein iteratives
Verfahren gewonnen werden kann.

Beweis
Die oben definierte Abbildung 7" hat folgende Eigenschaften:

1°T: M — M.
1
ITuollv = llully < ~[1f (wo)llv: < R.

2° T ist k-kontrahierend auf M:
Es seien T'(up) = u, T'(wo) = w Losungen von (1.7). Dann ist

alu—w,v) = (f(uo) — f(wo),v),
[Tuo—Twollv < =[5u0) = f(wo)lv < Lluo — wolly

Die Voraussetzung (1.5) fithrt zur Behauptung.
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Bemerkungen:

e Die Konstante o = m, d() = min{diam (Q N z; — Achse), 1 < i < n}, liefert eine
obere Schranke von ¢y, die vom Parameter ;1 abhédngt. Dadurch wird der Radius R
der Menge beeinflusst. Auflerdem spielt die Flachheit von f im Nullpunkt eine Rolle,
was sich auf ¢y und R auswirkt.

o Gilt || f(u)|ly» < rftralleu € V, dann kann R = ~ gewdhlt werden.

Existenz und Eindeutigkeit fiir schwache Losungen des Dirirchletproblems
fiir die stationdren Navier-Stokes Gleichungen

Es sei Q2 ein beschrédnktes Gebiet im R". Gesucht werden das Geschwindigkeitsfeld @ = (z)
und das Druckfeld p = p(z), die folgendem Randwertproblem gentigen:

—VATL+ (T-V)i+Vp = finQ, (1.8)
Vi = 0inQ, (1.9)
oo = 0. (1.10)

Durch skalare Multiplikation der Gleichung (1.8) mit einem gentigend glatten Vektorfeld o'
und der Gleichung (1.9) mit einer gentigend glatten Funktion ¢ sowie partieller Integration
erhalten wir:

/VVG: Vodx + /(G V)a - vda (1.11)
Q Q
—/pdivﬁdx—i—/(—u?-17+pn-17’)d0 = f-ode (1.12)
Q 0 " Q

o

/divﬁqu = (1.13)

Q

Fiihren wir die Abkiirzungen

a(t,v) = V/Vﬁ:Vﬁdx
Q

o(@,@,7) = /(ﬁ~V)ﬁ~ﬁdx:/(Vﬁ)ﬁ~Udz

Q Q

— /div vpdx

Q

S
—~
S
=
~

I

ein, dann erhalten wir unter Beachtung der Randbedingungen (1.10) mit Hilfe von (1.11)
und (1.12) eine schwache Formulierung des Dirirchlet Problems fiir die stationédren Navier-
Stokes Gleichungen:

Gesucht sind die Felder (i, p) € [V[;LQ(Q)]" x Lo(R2), die den Gleichungen

a(i, V) + c(d, 4, V) + b(T,p) = (f,7) (1.14)
b(i,q) = 0

fiir alle (7,q) € [V[;”(Q)]" x Ly () und fiir alle f € ([I/I;”(Q)r) geniigen.
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V[;LQ( Q) =Cge(Q )H | ist der Sobolevraum, welcher der Abschluss der beliebig oft differen-

zierbaren Funktionen aus C§°(12), die ihren Trdger in © haben, beziiglich folgender Norm

ist:
( /|Dau|2dz) ,
\a|<1Q

dlely
(e} (e} *
Ox{"...0xy"

”u”Wl’Q(Q)
D% =

W = [Wh2(Q)]" = Wh2(Q) x --- x WH2(Q) ist der n-fache Produktraum.
o n /

Mit ({W”(Q)} ) = W’ wird der Dualraum bezeichnet.

Wir betrachten weiterhin eine zu (1.14) dquivalente schwache Formlierung:

Fiir f € W’ sucheein 7 € V = {17 € {W”(Q)} :Vov= 0}, so dass

a(Z,0) + ¢(Z,2,7) = (f,0) VTeV. (1.15)

Die Losbarkeit des Problems (1.14) bzw. (1.15) wird durch Zurtickfiihren auf das lineare
Stokes Problem untersucht. Dabei spielen insbesondere bei (1.15) folgende Abschitzungen
eine zentrale Rolle

la(d, )] < Calldllw|vllw Vi,veW,Co <dv, (1.16)
a(d, @) > oy YieW,a=vC(Q), (1.17)
c(d, v,d) < Aldllwllollw|@llw,y = y(diam Q). (1.18)

Satz 6 Essei || f||lw < % — ~e?, wobei € > 0 eine reelle Zahl ist. Dann existiert eine Losung
(@, p) von (1.14). @ ist in der Kugel

- . 1o
M:{MEV:HwHWg%fE}

eindeutig bestimmt.

Beweis

Wir gehen von der schwachen Formulierung (1.15) aus. Es sei zg ein beliebiges, festes Ele-
ment aus V. Wir betrachten die Gleichung

a(Z,7) = (f, ) — (%, %0, 7) = (F,0) VGeV. (1.19)
F befindet sich in W’ C V’. Durch die Ungleichungen (1.16) und (1.17) sind die Voraus-
setzungen des Satzes von Lax-Milgram fiir die Bilinearform a(-,-) auf V' x V erfillt. Daher

existiert zu jedem %, € V eine eindeutig bestimmte Losung z € V' des schwachen Problems
(1.19). Diese geniigt der Abschédtzung

2l = 12w < 1Bl < = (Iflw + 217005 ) (120)

Wir betrachten nun die Abbildung 7": V' — V, die durch T'Z) = 7 definiert ist.

Wir zeigen, dass T den Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes geniigt.
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1. T bildet M in M ab: .
Aus der Ungleichung (1.20) und der Voraussetzung an f folgt, dass

2
o o 1 = «@ o
T2l = 12w < [nfw . (% _ ) ] <g-- (1.21)

ist.

2. T ist k-kontrahierend in M: B B
Es seien zy und Zy Elemente aus M und 7 = T'Z, Z = T'%, die entsprechenden Losun-
gen von (1.19). Damit ist

a(z,5) = (f,8) — (7, %, 0)
a(g, {)’) = <f,’(7> *C(Zo,go,l_)')
und
a(g_?, ﬁ) = —6(20,20,17) +C(?Oa§0)6)

= 6(20750720,17>+C(20,§0750,17).

Unter Beachtung der Ungleichungen (1.17), (1.18) und (1.21) erhalten wir

— o 1 — = = - = —
12— 2w < E[VHZO—ZO||W|\ZOHW+7|\ZO||W|\ZO—ZO||W
AT 5 4 5
< EHZo—ZOHW(HZOHW+|\ZO||W)
AT A o
< Lz - Hllwa(x -
< 7= Allw (27 €)
und damit
ITZ — TZollw < kl|Zo — Zollw
fir
k:z(ﬂ_gg)d.
a \v
| |
Bemerkung;:

1. Die Losung (@, p) von (1.14) ist nicht eindeutig. Das Druckfeld ist nur bis auf eine

Konstante eindeutig bestimmt. Durch die Normierung [ p dz = 0 wird p eindeutig.
Q

2. Ist die Reynoldszahl Re = % klein, dann wird durch diesen Satz eine Lésung garan-
tiert (zdhe Flisse).
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1.2 Die Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder

Beim Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes werden keine tiefliegenden Sétze aus der
Theorie der metrischen Rdume benutzt. Der Preis dafiir ist, dass eine starke Eigenschaft,
ndmlich die k-Kontraktivitdt bzw. Kontraktivitdt des Operators, gefordert wurde. Mochte
man diese Eigenschaft abschwichen, muss man an die Rdume M mehr Forderungen stel-
len.

Der Fixpunktsatz von Brouwer wird fiir eine abgeschlossene Kugel im R"™ formuliert, der
Satz von Schauder (1930) gilt in unendlich-dimensionalen Raumen. Beide sichern die Exi-
stenz (nicht die Eindeutigkeit) von Fixpunkten.

Satz 7 (Fixpunktsatz von Brouwer (1912)) Jede stetige Abbildung einer abgeschlosse-
nen, beschrinkten Kugel des R™ in sich selbst besitzt einen Fixpunkt.

Satz 8 (Fixpunktsatz von Schauder) Sei M eine nichtleere, konvexe, kompakte Teilmen-
ge eines Banachraumes X. Eine stetige Abbildung T : M C X — M besitzt einen Fixpunkt.

Wir beweisen zunéchst den Brouwerschen Fixpunktsatz im n-dimensionalen Raum und
tibertragen dann mit Hilfe eines Approximationssatzes fiir kompakte Operatoren dieses
Resultat auf unendlichdimensionale Raume.

Der Brouwersche Fixpunktsatz

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel im R!.

Beispiel:
Sei f : [a,b] — [a, b] stetig. Dann besitzt f einen Fixpunkt.
Setzen g(z) = f(x) — z. Da f : [a,b] — [a, b] abbildet, ist

g@) = fla)—a>0

o) = f(b)~b<0
Aus dem Zwischenwertsatz von Bolzano folgt, dass mindestens ein z existiert mit g(zo) =
0, d.h. f($0> = Zp.
Der Satz von Brouwer kann mit verschiedenen Methoden bewiesen werden, z.B. mit to-
pologischen Methoden (Retraktionssatz) oder mit Variationsmethoden (Minimierung von
Energiefunktionalen, Losungen der homogenen Euler-Lagrange Gleichungen) [4, S.439],[6,

S.11 ff.]. Wir wéhlen den 2. Weg. Zunichst fithren wir kurz die entsprechenden Begriffe ein
(siehe [7]).

Lagrange Funktionen und Euler-Lagrange Gleichungen

Sei 2 C R" eine beschrinkte offene Teilmenge mit glattem Rand 9Q und  : Q@ — R™, @ =
W(w1, 2y, Ty) = (w1 (), ..., wy(z))". Weiterhin sei R™*" der Raum aller (m x n)- Ma-
trizen mit reellen Eintragen.

Wir betrachten die Menge

M = {& € [C*Q)]™ : @ = Fauf N} .
Das Funktional I auf M besitze die Form

I[W] = | L(DW(x),w(x),x)dx, (1.22)
/
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wobei D1 die Fréchetableitung (Jacobi-Matrix) des Vektorfeldes « ist:

OQwy Qwy
Oxq e ox,
Du—)’ — . .
Owm Owm
Oz te Oxy *

Die Abbildung L : R™*" x R™ x Q — R heisst Lagrange-Funktion. Um die Variablen
von L zu kennzeichnen, fithren wir die Schreibweise L = L(P, Z, x) ein, wobei D = P =
(pik) 127];§<m s w = Z sind.

1<k<n

Weiterhin seien

L L
I oL ...

P11 Pin op11 Opin
per=| i o= i
oL oL
me'l me,n Opm1 o Opmn
und
oL
L 921
DzL = : = :
oL
LZm’ Ozm

wohl definiert.
Folgender Satz verbindet das Funktional / mit einem System partieller Differentialglei-
chungen.

Satz 9 Besitzt das Funktional (1.22) einen Minimierer i in M, dann ist @ Losung eines nicht-
linearen Systems von partiellen Differentialgleichungen (System der Euler-Lagrange Gleichungen)

—div DpL(D, @, x) + DzL(Di, @, x) =0 inQ.
Hierbei ist

alLPu + aQLPu +o aanln
aleml + aQLsz +oeee aanmn

ein Vektor aus R™.

Beweis
Wir betrachten ein ¢ € C§° (2, R™) und fiihren die reelle Funktion i einer reellen Variablen
T ein

i(r) = I[u+77)].

Die Elemente @ + 79 sind aus M und i(7) ist wohl definiert. Da @ Minimierer ist, muss
i’'(0) = 0 sein.
Nach der Kettenregel ist

i'(1) = /Lp(Dﬁ+ 7DV, U+ 70, x) : Dde+/L;(Dﬁ+7DU,ﬁ+ 70, x) - vde,
Q Q
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wobei A: B =", 3" | aibi ist. Daraus folgt

i'(0) = /Lp(DG7 u,z) : Dvdx + /LgDﬁ, ,x) - vdx
Q Q
paint / div Lp(Di, @, ) - §dx + / LD, @, x) - 7dz =0.
Q Q

fiir alle v € C3° (€2, R™). Die Behauptung folgt aus dem Fundamentallemma der Variations-
rechnung. |

Es gibt Lagrange-Funktionen, fiir die jedes Vektorfeld @ € [C?(Q)]™ Loésung der homo-
genen Euler-Lagrange Gleichung ist. Diese Lagrange-Funktionen heiffen Null-Lagrange-
Funktionen.

Beispiel:
Essei L = L(Dw) = det (Dw), wobei & : R — R"™. Fiir L = L(P) = det P gilt
DpL(P) = Cof P. (1.23)

Hierbei ist die Cofaktor-Matrix einer Matrix A wie folgt definiert.

Definition 3 Sei A € R"*". Fiir jedes Indexpaar (i, j) sei Aj; € R"=D>x("=1) die Matrix, die
man durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhiilt. Sei

dij = (71)i+jdet Aé] . (124)
Die Cofaktor-Matrix von A ist
Es gilt
detA = Z a;;di;, 1<i<mn (Entwicklung nach der i-ten Zeile), (1.26)
j=1
detA = Z a;jdij, 1< j<n (Entwicklung nach der j-ten Spalte),  (1.27)
i=1
(1.28)
und damit
A(Cof A)T = (Cof A)T A = det AT . (1.29)

Falls A invertierbar ist, erhalten wir
Cof A = detAA™T.
Weiterhin gelten die Relationen
Cof (AB) = Cof ACof B,
Cof (AT) = (CofA)".
Aus (1.26) folgt

Odet A
aaks

= (Cof A)ys fiirk,s=1,2,--,n
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und damit erhalten wir die Frechét-Ableitung

D(det A) = Cof A.

Die zugehorigen Euler-Lagrange Gleichungen lauten fiir P = A = Dw

div DpL(P) = div Cof P = div Cof (D) = 0. (1.30)

Dies ist die aus der Mechanik bekannte Piola-Identitit.

Wir zeigen sie durch direktes Nachrechnen im Fall n = 3. Fiir allgemeineres n ist der Beweis
in [4, S.440] und [6, 5.14] zu finden.

Lemma 1 Seiw € (C*(Q))°. Es gilt die Piola-Identitit

div Cof (Dw) = 0.

Beweis
Es ist

Cof (D’ll_f) = (dij)i,j:1,~,3

dij = 0j41Wi110512Wit2 — Ojpowi105 1 1Wiy2

wobei die Indizes modulo 3 zu nehmen sind. Fiir i = 1, 2, 3 erhalten wir

3
(diV Cof DQE)Z = Zajdij = 51 [agwi+183wi+2 - angl(’)ngg]
j=1

+0 [83wi+181wi+2 - 31wi+133w¢+2]
+<93 [31wi+132wi+2 - 82wi+181wi+2]
= 0

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass L(P) = L(Dw) genau dann eine Null-Lagrange-Funktion ist, wenn

es Matrizen B und C' € R™*" und Konstanten ¢ und d € R gibt, so dass
L(P)=a+B:P+C:Cof P+ ddet P

ist. Die Bedeutung der Null-Lagrange-Funktionen liegt darin, dass das Energiefunktional

I(W) = [ L(DW, @, x) dz nur von den Randdaten von @ abhéngt.
Q
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Satz 10 Sei L = L(Dw, &, x) eine Null-Lagrange-Funktion. Seien « und i zwei Funktionen aus
[C2(Q)]™ mit @& = @ auf OQ.
Dann ist

1@ = I . (1.31)

Beweis
Sei

i(r) =Iri+(1—7)u] = /L(D(Tﬁ+ (1 -7, 74+ (1 —7)w,z)de, 0 <7< 1.
Q

Dann ist

Lp(tDi+ (1 — 7)Dw) : (DU — DW) + Lz(tDt + (1 — 7)DW) - (€ — W) dx

part Int

—divLp(rD@+ (1 — 7)DwW + Lz(tDid + (1 — 7)DwW)] - (€ — @) dz.

\b\

Da ¢ = @— & auf dem Rand verschwindet, entfillt der Randterm. Weiterhin ist 7+ (1 —7)W
Losung der homogenen Euler-Lagrange Gleichungen, da L eine Null-Lagrange-Funktion
ist. Daher ist ¢'(7) = 0, woraus i(7) = const fiir 0 < 7 < 1 folgt. Wir erhalten unmittelbar
(1.31), da sich fiir 7 = 0 das Funktional I[w] und fiir 7 = 1 das Funktional I[] ergibt. |

Wir sind jetzt in der Lage, den Fixpunktsatz von Brouwer zu beweisen.

Satz 11 Jede stetige Abbildung T einer abgeschlossenen Kugel des R™ in sich selbst besitzt einen
Fixpunkt.

Beweis:
Wir betrachten 0.B.d.A. die abgeschlossene Einheitskugel

1.Schritt: _
Wir zeigen, dass es keine Funktion @ aus [C?(2)]" gibt
W:B— 0B, (1.32)
so dass fiir alle z € 0B
W(r) =x. (1.33)

Wir nehmen an, dass eine solche Funktion & existiert. Sei id die identische Abbildung
13(95) = g fur alle z € B. Dann gilt @(z) = id(z) auf OB. Nach Satz 10 ist

/det Didz = /detD iddz =vol B#0. (1.34)
B B
Andererseits ist wW(z) € 9B und deshalb || = |W]? = 1. Differentiation von |w|*> =

S wi(x) = 1 liefert
22 =1 wz( )alwi
grad || = : =2(Dw) "W =0.
250 1wl( )Onw;
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Damit ist die Zahl 0 ein Eigenwert von (D) fiir alle € B. Man beachte, dass w(z) # 0
ist. Folglich ist det(Dw) " = det(D1) = 0 und nach (1.34) ist vol B = 0 (Widerspruch!).

2.Schritt: Wir zeigen, dass es keine stetige Funktion gibt fiir die (1.32) und (1.33) gelten.
Angenommen es gébe eine. Wir setzen sie stetig auf R\ B fort, indem wir definieren

W(z) =z furz € R"\B.
Esist |W(x)] > 1 Va e R"™.

Wir glétten die fortgesetzte Funktion w(x) so, dass die Glattung . (z) = x fir x € R™\ Bz (0)
und |, (z)| > 1 fiirz € R™ ist.

Abbildung 1.2: w,(z) = x

Dann ist

wohl definiert, glatt und

u:; . BQ(O)HaBQ(O)

() z firz € 9By(0).

Wir wiederholen den Beweis von Schritt 1 fiir @ und erhalten einen Widerspruch.

3. Schritt:

Sei T : B — B eine stetige Funktion, die keinen Fixpunkt besitzt. Wir konstruieren eine
Vektorfunktion o, die stetig ist und die Eigenschaften (1.32) und (1.33) besitzt:

Wir legen durch die verschiedenen Punkte z und T'(x) einen Strahl, der von T'(z) startet
und einen eindeutigen Schnittpunkt 2* mit 03 besitzt. Wir definieren:

v o ox—a”

W : B—0B.
Offensichtlich ist wW(z) = = = 2* falls x € 0B ist. W ist stetig, da T stetig ist. Eine solche
Funktion kann nicht existieren. |
Folgerung;:

Sei M eine zu einer abgeschlossenen Kugel B C R™ homomorphe Menge, d.h. es existiert
eine stetige, eineindeutige und surjektive Abbildung f von B auf M, f : B — M. Jede
stetige Abbildung T": M — M besitzt einen Fixpunkt.
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Abbildung 1.3: Konstruktion des Schnittpunktes =*

Beweis der Folgerung;:
Die Abbildung A = f~'oT o f : B — B ist stetig. Daher besitzt A einen Fixpunkt z:

Azg = froT o f(xo) = 2.
Folglich ist
T o f(xo) = f(xo0),
d.h. f(zo) € M ist Fixpunkt von T'. |

Als eine Anwendung des Brouwerschen Fixpunktsatzes formulieren wir einen Satz tiber
die Existenz von Losungen von nichtlinearen Gleichungssystemen.
Die nichtlinearen Gleichungen

gi(z1,...,2n) =0, i=1,...,n

oder kurz

seien gegeben. g wird als Abbildung von K,(0) — R™ aufgefasst. Wir untersuchen die
Frage, ob Nullstellen des Gleichungssystems in der Kugel K,.(0) existieren.

Satz 12 X = (R", || ||) sei ein normierter Raum und g eine stetige Abbildung von K,.(0) C X —
X. Falls

(9(x),2))gn >0 Vaomit|z|=r
ist, dann besitzt das System g(x) = 0 eine Losung in K,.(0).
(+,+) = (-, ) g bezeichnet das Skalarprodukt im euklidischen Raum E™.

Beweis:
Wir nehmen an, dass g(z) # 0 fiir alle z € K,.(0) sei. Die Abbildung

ist dann eine stetige Abbildung von K,.(0) in K,.(0) und esist || f(x)|| = r fiir alle z € K,.(0).
Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz existiert ein zy € K ,(0) mit

w0 = f(z0)-



1.2. DIE FIXPUNKTSATZE VON BROUWER UND SCHAUDER 27
Da ||zo|| = || f(z0)|| = rist, liegt zo auf dem Rand von K,.(0). Damit gilt

(anz0) = (=1 7G@lgteolo0)

~lglao) (o), w0)
= —lgtwo)l (w0, 70) <0

Damit ist die Voraussetzung des Satzes verletzt und es muss eine Nullstelle des Gleichungs-
systems in K ,.(0) existieren. ]

Der Schaudersche Fixpunktsatz [Julius Schauder(1899-1943)]

Der Schaudersche Fixpunktsatz ist eine Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsat-
zes auf Mengen M aus unendlich-dimensionalen Raumen.

Man kann anhand eines Gegenbeispiels zeigen, dass der Brouwersche Fixpunktsatz nicht
ohne weiteres auf unendlich-dimensionale Rdume {ibertragen werden kann und sogar in
separablen unendlich-dimensionalen Hilbertraumen nicht gilt.

Satz 13 (Kakutani 1943) Sei H ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum. Dann
gibt es eine stetige Abbildung T : H — H, die die abgeschlossene Einheitskugel in sich selbst
abbildet und keinen Fixpunkt besitzt.

Beweis

In H sei das Skalarprodukt (z,y) fir z,y € H definiert. Da H separabel ist, existiert eine
Orthonormalbasis (¥»,)—co<n<co, S0 dass jedes z € H die Darstellung

oo o0
T = Z ;Yi, Z |ai]? < o0
1=—00 1=—00

besitzt. Wir betrachten die Abbildung A, indem wir die Wirkung auf die Basisfunktionen
angeben

A:H — H, Yn— Ynt1-
Dann wird

o
Ax = Z QGYit1 -

1=—00
A ist linear und beschrankt:

o0 o0
HA33||2 = (Z QiYit1, Z Y1)

i=—00 Jj=—00

o0
= Y ol =|lz]*.

i=—00

Damit ist A auch stetig und bildet die Sphére S, = {« € H : ||z|| = r} in sich ab. Fiir den
Basisvektor g (beachte ||yo|| = 1) definieren wir

1
Ta = 5(1 = |lol)yo + Aa (1.35)
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Die Abbildung T ist stetig und bildet B = {x € H : ||z|| < 1} in sich selbst ab:

1 1
ITal < 50— lel)llyoll + |4l = 51 = llol) + 1ol
1
= S0+l <1.

Wir nehmen nun an, T besitze einen Fixpunkt z¢ € B, T'z¢ = 0.
(1.35) liefert uns

1
o — Azo = 5 (1~ llzolD)yo- (1.36)
1.Fall:
zo = 0. Dann ist %yo = 0, was nicht sein kann.
2.Fall:

lzo|| = 1. Dann ist g = Azo und

o0 oo
To = Z QY = Z QiYit1 -

i=—00 i=—00

Es folgt a; = a4 fiiralle i und ||zo||? = Yoo a? # 1, Widerspruch.
3.Fall:
0 < ||lzo]| < 1. Wir erhalten aus (1.36)

o0

> (i — o = (1~ Jlzollvo

1=—00

Durch Koeffizientenvergleich wird

1
ap—a_q 5(1—Hx0||)>0 fiiri =0,

a; = Oy—1 furq 7& 0.
Insgesamt gilt
L3 =0y =01 <o) =01 ... .

und >°°  _|ai]? = co. Widerspruch! [

i=—00

Im Schauderschen Fixpunktsatz wird von der Teilmenge M gefordert, dass sie kompakt
und konvex sei, oder, dass der stetige Operator T zusitzlich kompakt sei. Diese unter-
schiedlichen Voraussetzungen fithren zu zwei dquivalenten Fassungen des Schauderschen
Fixpunktsatzes.

Definition 4 (kompakter (vollstetiger) Operator) Seien X und Y Banachriiume,
T:D(T)C X — Y. T ist kompakt, wenn

1. T ist stetig.

2. T bildet beschrinkte Mengen in relativ kompakte Mengen ab.

Lemma 2 Essei T eine stetige Abbildung eines metrischen Raumes X in einen metrischen Raum
Y und Xo C X eine kompakte Teilmenge. Dann ist das Bild T'(X) kompakt.



1.2. DIE FIXPUNKTSATZE VON BROUWER UND SCHAUDER 29

Beweis:

Wir betrachten eine offene Uberdeckung (Va.)a der Bildmenge T'(Xy). Da T stetig ist, sind
die Urbilder 7-*(V,) offen und bilden eine Uberdeckung von X,. Da X, kompakt ist, rei-
chen endlich viele Urbilder T-!(V,,,),i = 1,...,n aus, deren Vereinigung X, iiberdeckt.

7

Damit ist auch T'(Xy) C Ul Vy,. |

Beispiele fiir kompakte Operatoren sind u.a. lineare und nichtlineare Integraloperatoren
b
T(@) = o) = [ K(t.sa(s))ds
t
S@) = vl = [ Klts.as)ds

und Einbettungsoperatoren in entsprechenden Banachraumen.

Kompakte Operatoren spielen eine zentrale Rolle in der nichtlinearen Funktionalanalysis.
Aussagen fiir stetige Operatoren in endlichdimensionalen Rdumen lassen sich hadufig auf
,vollstetige” Operatoren in unendlich-dimensionalen Rdumen tibertragen. Eine Grundlage
fiir diese Ubertragung bildet der folgende Satz:

Satz 14 (Approximationssatz fiir kompakte Operatoren) Es seien X und Y Ba-
nachraume und T : M C X — Y, wobei M eine nichtleere beschrinkte Teilmenge ist.

T ist kompakt genau dann, wenn zu jedem n € N ein kompakter Operator P, : M — Y existiert,
so dass dim (span P,,(M)) < oo und

1
sup [|T'(z) — Pa(z)|ly < = (1.37)
x€eM n

ist.

Beweis:
a) Wir nehmen an, dass 7' kompakt ist. Dann ist 7'(M) relativ kompakt, d.h. fiir jedes n

gibt es Elemente y; € T(M), i =1,..., N, so dass

1
min||Tz —y;|| < — VYzeM.
i n

Die Elemente {y;} bilden ein endliches 1-Netz fiir T'(M).

Wir fithren den Schauderoperator P, ein:

Zi1 ai(x)yi o
Pn xTr) = ZNi = )\z ZT)Yi
) > iz ai(@) ; “

wobei a;(x) = max{% — || Tz — y;||,0} eine stetige reellwertige Abbildung von M in R
ist. Da

ai(z) =0 ist falls |72 —yl > 1
(1.38)
und  a;(z) £0 ist falls [Tz -y <

3=
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ist P, («) wohldefiniert und eine stetige Abbildung von M in M,,, wobei
M, =co(y1,...,yn) Cspan(yi,...,yn) ist.

Es gilt
Zj.\il ai(z)(yi — T'(x))
P,(x) —T(x = s
[P () = T()]] || SN aix)
< Dim1 az(]f)HyZ —T@)l (128) l Vee M. (1.39)
2= ai() "

Weiterhin sind die Operatoren P, kompakt. Da ndmlich T'(M ) beschrankt ist, ist nach
(1.39) auch das Bild P, (M) beschrankt und als Teilmenge des endlichdimensionalen
Raumes span (y1, . .., yn) relativ kompakt.

b) Die Voraussetzung (1.37) gelte.
Es gilt fiir die Elemente x,y € M:

IT@) ~ TG = IT@) ~ Pala) + Pale) — Paly) + Paly) ~ ()]
< 24 P) - Paly)l < for flz — ]l < 6(m),

und damit ist 7" eine stetige Abbildung.
T(M) ist auBerdem relativ kompakt. Sei namlich {z1,...,zx} ein endliches 1-Netz
fur P,,(M). Dann gilt fireiny = T'(x) € T(M)

ly —zill = T(z) -zl =

2
< -,
n

T (x) = Pu(x) + Pu(z) — 2|

falls z; so gewéhlt wird, dass || P,,(x) — ]| < < ist. Daher ist {z1,. .., zy } ein endliches

2_Netz fiir T'(M) und T'(M) ist relativ kompakt.

Wir beweisen jetzt den Schauderschen Fixpunktsatz.

Satz15 SeiT- M C X - M stetig, wobei X ein Banachraum und M eine nichtleere, konvexe,
kompakte Teilmenge ist. Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Beweis:

Der Operator T' = Ty ist kompakt, da T'(M) C M als abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten Menge ebenfalls kompakt ist. Aus dem Beweis des Approximationssatzes folgt,
dass kompakte Operatoren P, : M — M, =co (y1,...,yn) C M existieren mit

[Pn(2) =T(@)| <~ VeeM. (1.40)

S|

Wir setzen

P, = Pu|n, : My, — M, .

Die Menge M, ist abgeschlossen und hom6omorph zur abgeschlossenen Kugel B;(0) im

RY , N < N.Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz existiert ein Fixpunkt z,, € M,, von P,.
Wir betrachten die Folge der Fixpunkte (z,)n,zn € M, C M. Diese ist nach (1.40) be-
schrankt. Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (xn, )n,, 2n, — = € M fiir
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n; — oo. Wir zeigen, dass dieser Grenzwert x der gesuchte Fixpunkt ist.
Es ist

1T () = 2 | = T(2) = Py || < | T(2) = T(@n) | + T (20) = Prn, || -
Die rechte Seite konvergiert fiir n; — oo zu Null, da T stetig ist und (1.40) gilt. Die Abschidtzung
1T (z) = 2l| < 1T (2) = 2, || + [l = zn, |
zeigt, dass T'(z) = x ist. |
Wir beweisen eine dquivalente Fassung des Schauderschen Fixpunktsatzes, die hdufig be-

nutzt wird. Sie lautet

Satz 16 Sei T : M C X — M ein kompakter Operator, X ein Banachraum und M eine nichtlee-
re, abgeschlossene, beschriinkte, konvexe Teilmenge von X. Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Im Beweis wird folgendes Lemma von Mazur benutzt:

Lemma 3 Sei X ein Banachraum und M C X relativ kompakt. Dann ist auch co M relativ
kompakt.

Beweis des Lemmas von Mazur:

Sei e > 0 gegeben. Zu M existiert ein endliches 5-Netz, d.h. es existieren Elemente
21,...,%2n € M, so dass flirjedes z ein j € {1,...,n} existiert mit
€

5 (1.41)

[z =zl <
Dadurch kénnen wir eine Abbildung v : M — {1,...,n} definieren:
v(z) = j, j ist der kleinste Index, so dass (1.41) gilt.
Wir wollen fiir co (M) ein endliches e-Netz konstruieren.
Sei

y € co (M), y:Z)\iyi, m=m(y) €N, Z)\izl,)\ie [0,1].
i=1

i=1

Wir erhalten

ly =" Nizogy
=1

y € K =co(z1,...,2,)ist, gilt

T €
=D A — zuwo)ll < 3
i=1

Da E:Zil AiZ

v(ys

co (M) C Uzer Bg (). (1.42)

Wir tiberlegen nun, dass es endlich viele Elemente K1, ..., Ky € K gibt, so dass
K C UYL, B:(K;). (1.43)

Dazu miissen wir zeigen, dass K := co (z1, . .., 2, ) relativ kompakt ist. Da co (21, . . ., z,) als
Teilmenge eines endlich dimensionalen Raumes beschrankt ist, ist das offensichtlich.

Da K ein §-Netz fiir co (M) und {K7, ..., Ky} ein 5-Netz fiir K ist, folgt {K,..., Ky} ist
endliches e-Netz fiir co (M). ]

Wir sind jetzt in der Lage, die 2.Fassung des Satzes von Schauder zu beweisen.
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Beweis von Satz 16:

Sei N = co(T(M)) C M. Nach dem Lemma von Mazur ist N kompakt, konvex und nicht
leer. T ist stetig und bildet NV in sich ab:

N C M= T(N)CT(M)= T(N)Cco(IT(N)) Cco(T(M)=N.

Nach der ersten Fassung des Schauderschen Fixpunktsatzes existiert ein Fixpunkt von 7.

[
Anwendungen:
1° Ein semilineares Problem
Wir hatten bereits das semilineare Dirichletproblem
—Au = f(u) inQ, (1.44)
v = 0 aufdQ (1.45)

mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes untersucht. Dabei waren an f gewisse Voraus-
setzungen gestellt worden. Wir wollen jetzt den Schauderschen Fixpunktsatz (Satz 16) an-
wenden, um unter Beschranktheitsvoraussetzungen an f die Existenz einer Losung zu ga-
rantieren.

Lemma4 SeiV = Hol(Q) und f: Lo(Q) — V' eine beschriinkte Abbildung, d.h.
| f()|lv: < ky fiir alle w € Lo(S2). Dann besitzt das Problem (1.44), (1.45) eine schwache Losung
inV.

Beweis:
Eine Funktion u € V ist schwache Losung von (1.44), (1.45) falls

/Vu~V1)dx: (flu),v) YweV.
Q

Wir vorn in Formel (1.7) betrachten wir ein uy € L2(£2) und die entsprechenden schwachen
Probleme

/Vu-Vde: (f(uo),v) YveViuyeV.
Q

Nach dem Lemma von Lax-Milgram existiert eine eindeutig bestimmte Losung v € V' zu
jedem ug € L2(£2), beschrieben durch den Operator B

B:uy—u,

und

1 k
|Buollv < = f(uo)llv: < L =R,
« «

d.h. B bildet jede Teilmenge von Ly () in eine beschrdnkte konvexe Menge
Mp ={ueV,||u]| < R}ab.Sei T = io B, wobei i der Einbettungsoperator von V in Ly(12)
ist. Da

[Tuol[ L) < [ Buollv < R

bildet T'=1io0 B : i(Mg) C L2(2) — i(Mg) C L2(f2) ab. Da die Einbettung i ein kompakter
stetiger Operator ist und i(Mp) beschrdnkt, abgeschlossen und konvex ist, muss T einen
Fixpunkt u € Ly(Q2) besitzen. Da aber Tu = ¢ o Bu = uist, muss u € V sein. ]
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2° Der Satz von Peano
Als weitere Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes beweisen wir den Satz von
Peano:

Satz 17 (Satz von Peano) Das Anfangswertproblem 2'(t) = f(t,z(t)), z(to) = xo besitzt
eine stetig differenzierbare Losung im Intervall [ty — ¢, to + c|, falls die Funktion

f : Qab —R
im Rechteck Qup = {(t,z) € R? : |t — to| < a, |z — xo| < b} stetig ist. Dabei ist ¢ = minf{a, 2}
und |f(t,z)| <k, V(t,z) € Qap.
2c
x T T
2 3 " 3 Qab
' (to, zo);
2a
t

Abbildung 1.4: Rechteck Qqp

Beweis:

Wir schreiben das Anfangswertproblem in Form einer dquivalenten Integralgleichung auf:

x(t) = xo + / f(s,z(s))ds =Tx.

to

Essei X = C([to — ¢, to + ¢]) der Raum der stetigen Funktionen tiber dem Intervall
(to — ¢, to + ¢) mit der Maximum-Norm und
M =A{z e X : |z —xolc(o—ctore) < b}

Wir zeigen, dass T : M C X — M eine Selbstabbildung ist:

¢
Tz — 2ol = max /f(s,:c(s))ds
te[tofc.,thrC]
to
b
< ¢ k<2 k=b.
> C =%

M ist beschréankt, abgeschlossen und konvex und 7" ist kompakt. Nach dem Schauderschen
Fixpunktsatz existiert daher ein Element 2 € M mit T'x = z, das stetig differenzierbar ist.
[
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Weitere Anwendungen des Schauderschen Fixpunktsatzes treten bei der Untersuchung von
Anfangswertproblemen fiir Systeme gewdchnlicher Differentialgleichungen der Form

—

(1) = A#(t)+ it 7(1)),
0 = &

B

8L 8

auf. Insbesondere werden Stabilitdtsuntersuchungen und die Existenz periodischer Losun-
gen behandelt [10].

1.3 Schiferscher Fixpunktsatz (Leray-Schauder Prinzip)

Aus Schauders Fixpunktsatz folgt ein weiterer Fixpunktsatz, auch Schéferscher Fixpunkt-
satz genannt. Der Vorteil ist, dass keine vorgegebene abgeschlossene konvexe Teilmenge
M betrachtet wird. Man geht von a-priori Abschédtzungen fiir Eigenlosungen aus und zeigt
dann, dass tatsdchlich Fixpunkte existieren.

Satz 18 (Schiferscher Fixpunktsatz) T sei ein kompakter Operator, der einen Banach-
raum X in sich abbildet. Die Mengen

M) ={uve X :u=XTufirr e (0,1)} (1.46)

seien gleichmiif$ig beschrinkt. Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Beweis:

Sei ||u|| < R fiir Elemente v € M ()), d.h. u = AT'u mit einem A € (0,1).

1.Schritt:
Wir setzen

(1.47)

- { Tu falls||Tu|| < R
Tu =

BT falls | Tul| > R,

T :Bgr(0) c X — Bgr(0) C X.Sei K = co (T(Bg(0))). Aus der Kompaktheit von T folgt
die Kompaktheit von T : K — K (Ubung).

2.Schritt:
Aus dem Schauderschen Fixpunktsatz folgt, dass 7" einen Fixpunkt in K besitzt, d.h. Tu =
u.

Wir zeigen, dass u auch Fixpunkt von T ist. Dazu nehmen wir an, u sei kein Fixpunkt von
T. Daher muss || T'u|| > R nach (1.47) sein und

~ RTu
=——=XNu=u,
[Tu]
mit A = ijz 7 < 1. Nach Voraussetzung ist aber llu|| < R. Dies ist ein Widerspruch dazu,

dass || Tu|| = |ju| = R ist. |
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Ein semilineares elliptisches Randwertprobem

Wir betrachten das folgende Randwertprobem im glatten beschrankten Gebiet 2 C R™ fiir
eine skalare Funktion w [4, S.505]

—Au+bDu)+pu = 0inQ, (1.48)
u = 0aufdf, (1.49)

wobei b : R™ — R eine Lipschitz-stetige Funktion ist. b gentigt dann folgender Wachstums-
bedingung: (setze p = Du)

()| < C(lpl+1) VpeR™. (1.50)

Satz 19 Sei pu > 0 geniigend grofd und b sei Lipschitz-stetig. Dann existiert eine Funktion
u € H?(Q) N HY(Q), die schwache Losung von (1.48), (1.49) ist.

Beweis:

1.Schritt:
Sei ug € H'(Q2) beliebig. Wir setzen fo = b(Duyg). Aus (1.50) folgt, dass fo € Lo(f2) ist. Sei

u = u(ug) aus H'(Q) = V die eindeutig bestimmte schwache Losung von (1.48), (1.49) zu
fo, d.h.

/Vu~Vvdx+/uuvdz:f/fovdz YveV. (1.51)
Q Q Q

Da 2 glatt ist, kann man zusétzlich zeigen, dass v € H?(f2) ist und der Abschitzung

llull 2y < cllfoll Lo (o) (1.52)

geniigt (siehe [4, § 6.3]). Sei B : V. — H?(Q) NV die Abbildung, die uo € V die Lsung
u € V N H%(Q) zuordnet. Aus (1.52) und (1.50) folgt

(1.50)
[Buolzoy < elbDuo)lzaey = [ (Duof? + 1) daf
Q
< luollv +1) Vuo e V. (1.53)

2.Schritt:

WirsetzenT =ioB: V — H?*(Q)NV — V ,wobei i der Einbettungsoperator von H2(Q)NV
in V ist. Wir zeigen, T ist kompakt.

Zunichst sehen wir uns die Stetigkeit an. Sei (uo,, ) eine konvergente Folge in V, ug, — uo
fiir k — oo. Die Folge (Buy, )i, ist nach (1.53) in H?(§2) beschrinkt, d.h.

Sl;p”BUOkHHZ(Q) < 0.

Da H?(2) N H'(Q2) kompakt in H'(Q) eingebettet ist (siehe [1, S.144]), besitzt (T'uo, )i, eine
in V konvergente Teilfolge

Tug,, —w. (1.54)

Wir tiberlegen, dass w = T'ug ist. Es ist

/(DTuokl - Dv + pTug, v)de = f/b(Duokl yvde YoveV. (1.55)
Q Q
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Wegen (1.54) konvergiert die linke Seite von (1.55)
/(DTuOkl - Dv + pT'uo,,v) do — /(Dw - Dv 4 pwov) dz . (1.56)
Q Q
Da ug, — uo in V konvergiert und damit auch Ug,, — Uo in V, konvergiert die rechte Seite

von (1.55) wegen (1.50):

—/b(Duokl)v dz — —/b(Duo)v dz. (1.57)

Q Q

Da (1.56) mit (1.57) fiir alle v € V {ibereinstimmt, muss wegen der Eindeutigkeit der schwa-
chen Losung w = T'ug sein. Nun kénnen wir schlieflen, dass limy_.oc T'uo, = Tug ist:

[Two,, — Tuol| < [|[T'wo,, — Twoy, || + || T'uo,, — Tuol| - (1.58)
Da
/(DTUO,C — DTug,,) - Dv + pu(Tuo, — Tuo,, Jvdr = — /[b(Duok) — b(Duo,, )|vdz
Q Q

ist, gilt die Abschdtzung
||T”LL0)C — T’LLOkl ||V S const Hb(DUOk) — b(DuOkl )||L2(Q) S Lconst HDUOk — Duokl HL2(Q) s

wobei L die Lipschitzkonstante fiir b ist. Daher konvergiert die rechte Seite von (1.58) zu
Null.

Wir tiberlegen nun, dass T' beschriankte Mengen in relativ kompakte Mengen abbildet.
Dazu betrachten wir eine beschrankte Teilfolge (uo, )r in V. Aus (1.53) folgt, dass (Buo, )k
in H%(Q) beschrankt ist. Daher besitzt (T'ug, ) eine konvergente Teilfolge in V.

3.Schritt:

Wir miissen jetzt die Beschranktheit der Mengen (1.46) zeigen.

Esistu € M(\) ={u eV :u=ATu},0<X<1,falls { = Tuist. Setzen wir u = v in (1.51)
ein, dann ist

Q/ (DTw- Du + p(Tu)ude = — ! b(Du)u da

und mit T'u = § ergibt sich

=X | b(Du)udx
Q

c(|Du| + 1) |u| dz . (1.59)

1P+ s
Q

IN
O

Nach Anwendung der Ungleichung ab < -a* 4 ¢b? fiir ein € > 0, erhalten wir

1
[Dullu] < 4—€|U|2 +e|Dul?,

1 1
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Eine mogliche Abschidtzung von (1.59) lautet:
1 1
JaDuP + ) ds < [EDuP + Ll + (10 + 1)) de.
Q Q
Fiir ec < 1 folgt
1
— 2de < L4 E 2 —dz. .
/(1 ce)| Dyl dx_/(4€+2 u) ul? +¢ [ 5 da (1.60)
Q Q Q

Fiir p > = + § ist der erste Term der rechten Seite von (1.60) nicht positiv und wir erhalten

1
/|Du|2dx < 1 fc€§measﬂ.
Q

Wegen der Norméquivalenz in V' gilt
[ullvy < K
und die gleichméBige Beschranktheit der Mengen M ()) ist gezeigt. |

Als weiteres Anwendungsbeispiel sei ein klassischer Satz zur Existenz von Losungen von
Randwertproblemen fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen genannt.

Satz 20 (Bernstein 1906/10, Leray-Schauder 1934) Gegeben sei die quasilineare Dif-
ferentialgleichung 2.0rdnung, deren Losungen einer Dirichlet-Randbedingung geniigen:

A1 (2, Yy Uy Uz, Uy YUy + 2A712(2, Y, U, U, Uy Uy + A2 (X, Y, Uy Ug, Uy )Uyy = 0182,
u = gaufofd.
Es gelte:

1. € sei ein beschriinktes, konvexes Gebiet im R?, 9 sei durch eine Randkurve aus C*(99Q),
0 < o < 1, darstellbar, die in jedem Randpunkt eine positive Kriimmung besitzt.

2. Essei M = Q x R und A;; € C*(M),i,j = 1,2 und g € C*>*(9Q).
3. Es existiert ein ¢ > 0, so dass
A (P)E + 2A12(P)én + Aga(P)n* > ¢(€% +1*)V P € M; (€,n) € R®
ist. (gleichmifSige Elliptizitiit)

Dann besitzt das obige Randwertproblem eine Losung u € C**(1).

Beweisskizze:

Das Randwertproblem wird in ein Fixpunktproblem tiberfiihrt. Dazu werden die folgenden
Schritte ausgefiihrt.

1. Durch Wahl eines festen Elementes u = z in den Koeffizienten A;; erfolgt eine Linea-
risierung und das lineare Randwertproblem

All(xvyyzyzzvzy)uII +2A12(:E,y,z,zz,zy)uzy + A22($,y,Z,ZI,Zy)Uyy =0 an(161)
u = Agaufdf). (1.62)

wird betrachtet. Hierbei ist z € C1#(Q),0 < 8 < 1und A € [0, 1] eine feste reelle Zahl.
Fiir v = o - § erhdlt man durch eine einfache Abschitzung, dass A;;(z,y, z, 2z, 2y) =
Aij(z,y) € CH7(Q) ist. AuBerdem ist offensichtlich g € C%7(99).
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2. Das lineare Problem (1.61) besitzt eine eindeutig bestimmte Losung u()\) in C27(9),

d.h. zu jedem z € C'F(Q) wird eine Losung u(), ) € C*7(Q) zugeordnet. Das sei
durch den Operator T'()\) : C1A(Q) — C*7(Q)

realisiert. Es gilt, dass T'(A\) = AT'(1) ist. Unser Ausgangsproblem ist 1osbar, falls
T'(1) = T einen Fixpunkt besitzt.

. T bildet zundchst C1#(Q) — C27(Q) ab. C?7(Q) ist kompakt in C1#(Q) eingebettet.

Diese Eigenschaft fiihrt zu der Aussage, dass T als Abbildung von C1#(Q) in C14(Q)
kompakt ist.

. Fur Losungen der Gleichungen

u=ANTu,0<A<1,
gilt die a-priori Abschétzung (siehe [5])
H“Hcl,ﬁ(ﬁ) <c.

Nach dem Schiferschen Fixpunktsatz besitzt T' einen Fixpunkt u € C%#(Q), der
Losung des Randwertproblems Au = (f, g) ist.

. Es muss noch gezeigt werden, dass die Losung u € C*#(Q) sich in C%%(12) befindet.

Im 2.Schritt haben wir gesehen, dass u € C7(9) ist. Daher sind die Koeffizienten A;;
fiir dieses u € C*(2). Nach einem weiteren Satz von Schauder ist u € C%%(Q).
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Theorie monotoner Operatoren

Wir sehen uns zunichst eine elementare Aussage fiir reelle Funktionen einer reellen Varia-
blen an.
Sei f : R — R mit den Eigenschaften

e f ist monoton wachsend
o fist stetig

o fist koerziv, d.h. f(u) — Fo0, falls u — +oc.

Dann besitzt die Gleichung
flu) =15

fur alle b € R eine Losung v € R.
Falls f strikt monoton ist, dann ist die Losung eindeutig.

2.1 Monotonie und Stetigkeit

Dieses Resultat wird auf Abbildungen in Banachrdumen verallgemeinert. Hierbei geht man
davon aus, dass fiir monoton wachsende Funktionen f : R — R gilt

(f(x) = f(y))(x—y) >0 furallez,y €R.

Definition 5 Essei V ein Banachraum, V' sein Dualraum und A : V — V.

a) Aist monoton & (Au— Av,u—v) >0 VYu,veV.
b) A st strikt monoton < (Au — Av,u —v) >0 VYVu,v € V,u#wv.

c) Aist gleichmiiflig monoton < (Au — Av,u —v) > b(|lu —v||)|Ju —v|| Vu,v eV, wobeib
steng monoton wachsend ist, b(0) = 0,b(t) — oo fiir t — oo.

d) Aist stark monoton < 3¢ > 0, so dass (Au — Av,u —v) > cllu —v||> Vu,v € V.

(Au,u)
fleel

e) A ist koerziv <

39
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Satz 21
= b = a)
d) =c¢) —~ ¢
Beweis:
d) = ¢): Man setze b(t) = ct.
¢) = e): Esist
(Au,u) = (Au— A0+ A0,u —0)

= (Au— A0,u—0)+ (A0,u — 0)

> b([lulDllwll = | AO] [jull
Daraus folgt
Au,u ..
Lt = bl 140] = oc ] - oc.
Die Aussagen b) = a), ¢) = b) sind trivial. ]
Beispiel:

Die Abbildung A : R — R, (siehe Abbildung 2.1)

f uPTPu firu#£0
A(“)_{o fuiru=20
ist
e strikt monoton, falls p > 1 ist,

e stark monoton, falls p = 2 ist,

o gleichmiflig monoton, falls p > 2 ist.

Es ist namlich
(Au— Av,u —v) = ([u|P"2u — |[v[P~2v)(u —v).

Damit ist die Aussagen fiir p = 2 offensichtlich.
Wir unterscheiden zwei Fille:

1.Fall: 0 <v <

Dann ist fiir p > 2

uP~t — P71 = p—1)(t+v)P~ 24t = (t+v)p71|gfv

Y]

(p— D)tP~2dt = (u —v)P~!

0/
0/
und

(Au — Av,u —v) = (WP~ — 0PV (u —v) > b(ju —v|)|ju —v| fiir b(t) = P71,
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Abbildung 2.1: Die Funktion A(u)

Ist p > 1, dann gilt

(Au— Av,u —v) = (WP~ =P V) (u—v) >0 fliru#ov.

2Fall:v<0<u
Fiir p > 2 gilt u?~! + [v|P~! > ¢(u + |v])P~! und daher

(Au— Av,u —v) = (WP + P (u —v) > clu+ [v])PH(u—v)

= clu—vP u—vl.

Fir p > 1 erhalten wir

(Au— Av,u —v) = (WP~ + P ) (u+v]) >0 firu#o.
Als néchste Eigenschaft sehen wir uns die Stetigkeit an.
Definition 6 Sei V ein reeller reflexiver Banachraum, A:V — V.

(i) Aist demistetig, falls

Up, — uinV = Au, — AuinV' fiirn — oo.

(ii) A ist hemistetig, falls fiir alle u, v, w € V die Funktion
t— (A(u+tv), w)y
im Intervall [0, 1] stetig ist.
(iii) A ist stetig, falls

Up = uinV = Au, — Auin V' fiirn — oo.

41
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(iv)

(v)
(vi)
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A ist stark stetig, falls
Up = uinV = Au, — AuinV' n — co.

A ist beschriinkt, falls A beschrinkte Mengen in V' in beschrinkte Mengen in V' abbildet.

A ist lokal beschriinkt, falls jedes Element u € V eine Umgebung besitzt, die durch A in eine
beschriinkte Menge in V' abgebildet wird.

Bemerkung;:

Es gilt:
A ist stark stetig = A ist stetig = A ist demistetig = A ist hemistetig. (Ubung)

Ist A ein linearer Operator, dann ist die Stetigkeit &quivalent zur Beschridnktheit. Wir wollen
nun untersuchen, wie Beschrénktheit (bzw. Kompaktheit) und Stetigkeit im nichtlinearen
Fall zusammenhéngen.

Lemma 5 Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum, A : V. — V'. Es gelten die folgenden Aussa-

gen:
(i) Ist A stark stetig, dann ist A kompakt.
(ii) Ist A demistetig, dann ist A lokal beschrinkt.
(iii) Ist A monoton, dann ist A lokal beschrinkt.
(iv) Ist A monoton und hemistetig, dann ist A demistetig.
Beweis:

(i): Sei M C V beschrankt, A(M) sei das Bild von M. Wir betrachten eine beliebige Fol-
ge (Auy,), aus A(M). Die Folge der Urbilder (uy), ist beschrankt. Da V' reflexiv ist,
existiert eine schwach konvergente Teilfolge (us, )i, un, — u fir K — co. Nach Vor-
aussetzung gilt Au,,, — Au, d.h. eine beliebige Folge (Au,,), enthilt eine konvergente
Teilfolge (Aup, ).

(if): Wir nehmen an, A sei nicht lokal beschrankt, d.h. es gibt ein v € V und eine Folge

Uy, € V mitu, AA u, so dass
[[Awp||v: — oo fiirn — oo. (2.1)
Nach Voraussetzung gilt Au,, — Au, d.h. wegen der Reflexivitat gilt
(Aup,v) — (Au,v) furallev € V.

Damit ist das System beschrédnkter linearer Operatoren B,, = Au,, € V' punktweise
beschrankt:

sup |(Bn,v)| < 0.

n>ngo

Aus dem Prinzip der gleichméfsigen Beschranktheit folgt

sup || By lv: = [[Aun[ly: < oo.
n>ng

Dies ist ein Widerspruch zu (2.1).
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(iii) Auch in diesem Fall nehmen wir an, dass A nicht lokal beschrankt sei, d.h. u, A u,

jedoch || Auy, ||y — oo flir n — oo. Wir setzen

1
L [[Aunlveflu = unllv

an :

Aus der Monotonie von A folgt:
0 < (Aup, — Av,uy, — v) = (Auy, — Av, (U — ) + (u — v))
und damit
(Aup,v —u) < (Aup, un — u) — (Av, Uy, — 0) .

Multiplikation mit a,, liefert

an(Aun, v —u) < apl|lAun|v||un — ullv — an(Av, u, — v
(Aun, ) [ :
< 14 an(Av,v —uy)
1
< 14 [Avfv(llo—ulv +3)- (2.2)

Hierbei haben wir benutzt, dass
anl| Auplv|un — ully <1,a, <1
und
1
lun = vl < llu—unll + [lu = o] < 5 + llu—oll

fur gentigend grofles n ist. Ersetzen wir in dieser Abschédtzung v durch 2u — v, dann
erhalten wir

1

—an(Atn,v —u) <1+ [|A2u =)y (lv —ullv +3).

(2.3)
Fiir w = v — w ergibt sich aus (2.2), (2.3)

1
|an{Aun, w)] < 1+ max{[|A(w +u)llv, [A(=w +u)llv }H[w]v + 3) -

Daher sind die stetigen linearen Abbildungen
apAu, 'V — R

punktweise beschrankt.
Aus dem Prinzip iiber die gleichméfsige Beschréanktheit folgt

sup||lan Auy,|lv: < const(u) = c(u) .
n

Damit ist
Al < L = )1+ L Aun el =l
also
Il (1 = ) = ul) < (),
und somit

c(u) .
Auy |y < <2 f .
| Aun v, < = o) um =] = c(u) furn >ng

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass ||Au, ||y, — oo flir n — oo.

(iv) Den Beweis von (iv) holen wir spater im Anschluss an Lemma 6 nach.
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2.2 Der Satz von Browder und Minty

Unser Ziel ist, den folgenden Hauptsatz von Browder und Minty fiir monotone Operatoren
zu beweisen:

Satz 22 (Browder, Minty, 1963) Sei V ein reflexiver Banachraum mit abziihlbarer Basis,
A:V — V' Esgelte

o A ist monoton, d.h (Au — Av,u —v)y >0, Vu,v €V
o A ist hemistetig, d.h. die Abbildung t : (A(u + tv),w) x ist stetig im Intervall [0, 1] fiir alle
u,v,w € X.

o Adist koerziv, d-h. lim)|y,, oo ~—or~— = 00

Dann existiert fiir alle f € V' ein u € V, so dass
Au=f,
d.h. (Au,v) = (f,v) fiirallev € V ist.

Beweisskizze: Ohne auf technische Einzelheiten einzugehen, skizzieren wir zundchst den
Beweis.

1.Schritt: Galerkin Approximation, Anwendung des Brouwerschen Fixpunktsatzes:
Da V eine abzdhlbare Basis (w;)ien besitzt, gilt

V=U,V,,
V., = span{wi,...,w,}. Der Fixpunktsatz von Brouwer sichert die Existenz von Galer-
kinlosungen w,, mit (Au,, v,) = (f,vn) Yo, € Vi,.
2.Schritt: A-priori Abschédtzung
Es ist zu zeigen, dass die Folge der Galerkinlésungen beschrankt ist.
3.Schritt: Schwache Konvergenz
Da V reflexiv ist, besitzt die beschrdnkte Folge von Galerkinlosungen (uy, ), eine schwach
konvergente Teilfolge (un, )k

Uy, — U.

Es ist zu zeigen, dass u eine Losung von Au = f ist.
Beim Beweis des 3.Schrittes spielt ein Lemma von Minty eine entscheidende Rolle.

Lemma 6 (Lemma von Minty (1962)) [6, 5.57] Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum
und AV — V' ein hemistetiger und monotoner Operator. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) A ist maximal monoton, d.h. seien uw € V, f € V' und
(f —Av,u—v)y >0 YveV, (2.4)
dann folgt Au = f.
(ii) A geniigt der Bedingung (M), d.h. aus

U, — u inV (2.5)
Au, — f inV’ (2.6)
(Aup,un)y — (f,u)y (2.7)

fiir n — oo folgt Au = f.
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(iii)) Aus
U, — u inV (2.8)
Au, — f nV’ (2.9)
bzw.
U, — u nV (2.10)
Au, — f inV’ (2.11)
folgt Au = f.

Beweis des Lemmas von Minty:

(i)

(ii)

(iii)

Sei w € V beliebig. Wir setzen in (2.4) v = v — tw,t > 0 ein. Wir erhalten
(f — Alu — tw), tw) > 0= (f — A(u — tw), w) >0,
und damit fiir t — 0
(f —Au,w) >0 YweV.
Ersetzen wir w durch —w, so ergibt sich
(f —Au,w) <0 YweV
und daher

(f — Au,w) =0 YweV.

Aist monoton, d.h. Vv € V,n € N, gilt
0 < (Aup, — Av,up — 0) = (A, upn) — (Av, up) — (Au, — Ao, v) .

Aus (2.5) folgt (Av, un) — (Av,u), aus (2.7) (Auy, u,) — (f,u), aus (2.6)
(A, vy — (f,v) fiir n — oco.
Daher gilt

0 < (f,u) — (Av,u) — (f — Av,v) = (f — Av,u —v).
Damit ist A maximal monoton und aus (¢) folgt die Behauptung (i7).
Wir zeigen, dass (2.4) gilt:
(At )y — () (2.12)

Dann sind die Voraussetzungen von (7) erfiillt und (éi7) folgt. Wesentlich wird dabei
die folgende Aussage sein:
Sei X ein Banachraum und x,, — x. Dann gibt es eine Konstante c, so dass

|znllx <ec. (2.13)
Wir nehmen jetzt an, (2.8) und (2.9) gelten.
Dann ist
|<Au"’un>_<fau>| S |Au’mun>_<faun>|+|<faun_u>|
= |<Aun_faun>|+|<faun_u>|
< M Aun = fllvellunllv + [(f; un —u)] .-
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Die rechte Seite konvergiert gegen Null wegen (2.13), (2.8) und (2.9).
Wir betrachten nun die Voraussetzungen (2.10) und (2.11) und schétzen folgenderma-

fsen ab
|<Aumun> - <f7 u>| < |<Aun,un> - <Aun,u>| + |<Aun,u> - <fa U>|
= [{Aup, un — )| + [(Auy — f,u)
< Aunlv[lun = ullv + [(Aun — f,u)].

Zusammen mit (2.13) folgt die Aussage.

Nun sind wir auch in der Lage, die Aussage (iv) von Lemma 5 zu beweisen: Ist A monoton
und hemistetig, dann ist A demistetig.

Beweis von Aussage (iv) des Lemmas 5

Sei (un)n eine konvergente Teilfolge in V, u,, — u. Da A monoton ist, ist die Folge (Au,,),
beschréankt (Ausssage (iii) des Lemmas 5). Daher gibt es eine schwach konvergente Teilfol-
ge (Auy, ), Au,, — f fir k — oo. Die Voraussetzungen (2.10) und (2.11) sind damit fiir
diese Teilfolge erfiillt und daher ist nach (iii) des Lemmas von Minty Au = f. Damit gilt
Aup, — Au. Wir liberlegen nun, dass fiir die gesamte Folge u,, gilt, dass Au,, = Au. Dies
folgt aus der Tatsache, dass alle schwach konvergenten Teilfolgen von (Au,) zum gleichen
Grenzwert konvergieren. Wir fithren dies genauer aus.

Nehmen wir indirekt an, dass ein ¢ € V existiert, so dass (Au,, — Au,0) /4 0. Dann existiert
ein gg > 0 und eine Teilfolge (uy;) von (uy),n; = n;(co), so dass

(Aup, — Au,9) > e . (2.14)

Da u,; — u gibt es wiederum eine Teilfolge (uy; ) von (un; ), so dass Au,; — Au. Fiir diese
Teilfolge gilt ebenfalls (2.14) und damit haben wir einen Widerspruch erhalten. u

Hauptsatz von Browder und Minty

Satz 23 Sei V ein reeller, reflexiver Banachraum mit einer abzihlbaren Basis {w; };en.
AV — V' sei monoton, koerziv und hemistetig. Dann existiert fiir alle f € V' eine Losungu € V
von

Au=f. (2.15)

Die Losungsmenge ist abgeschlossen, beschrinkt und konvex. Falls A strikt monoton ist, dann ist
die Losung von (2.15) eindeutig bestimmt.

Beweis:
1.Schritt: Galerkin Approximation
Sei V,, = span{wi,...,wp}. up = Y _; clwy ist Galerkin-Losung, falls
(Aup, — fowg) =0 furk=1,2,...,n. (2.16)

(2.16) kann geschrieben werden als

n

(AQ  cpwy) = fowg) =0 furk=1,2,...,n (2.17)
k=1
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und ist ein nichtlineares Gleichungssystem zur Bestimmung eines Vektors ¢* = (ct,...,cj
Setzen wir

n

ge(E) = (A(D_ cfwn) — f,wi)
=1

dann lasst sich (2.17) schreiben als
g@)=0. (2.18)

Da A monoton und hemistetig ist und damit nach Lemma 5 (iv) Demistetigkeit vorliegt, ist
g : R® — R" stetig. Dies beruht auf der Tatsache, dass in endlich dimensionalen Riumen
starke und schwache Konvergenz iibereinstimmen.

Um die Losbarkeit von (2.18) zu untersuchen, wenden wir den Satz von Brouwer fiir nicht-
lineare Gleichungssystem (Satz 12) an. Dazu miissen wir zeigen, dass es eine Konstante
r = r(n) gibt, so dass gilt

g@)-c* >0 furallec" mit|c"| =r(n). (2.19)

Es ist

gy e = (Aup — f,cjwr) = (Auy — f,up)

k=

= (Aup,un) — {f,un) .

=

Da A koerziv ist, d.h. 444, oo fiir lul|lv — oo, gibt es ein R > 0 so dass

[
(Au,u) = (L+ [ fllv)l[ullv - fir ffully = R.

Wir betrachten jetzt ¢* mit
R

k(n)’

wobei k(n) als folgende Norméquivalenzkonstante im endlichdimensionalen Raum zu wahlen
ist: Fiir u, = Y, cQwy, gilt

& =r(n) =

lunll = 1Y cwk]| = k(n)|e|.
k=1
Damit ist ||u, ||| > R, falls |¢"| = (in) ist.
Daraus folgt
(A, up) > (14| fllv) l[unl]
und schlieSlich

g(@) - & = (Aup,un) — (frun) = A+ (| fllv)llunll = [[fllvellunll = [lun] = 0.
Satz 12 liefert die Existenz einer Losung von (2.18) mit
" < r(n) =

und fiir das entsprechende u}, = >}, ¢*jwy, gilt

i llv < K (m)| "] < R”. (2.20)
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Damit haben wir die Existenz eine Galerkinlosung u,, = u;, € V,, gezeigt.

2.Schritt: Beschrénktheit von A(uy,)
Lemma 5 (iii) sichert uns zundchst die lokale Beschranktheit, da A monoton ist, d.h. es gibt
ein Ry > 0 und ein § > 0, so dass

[vllv < Ro = [|Av|lv: < 4. (2.21)

Da (Aup, un) = (f, un) ist, erhalten wir

(2.20) .
[(Atn, un)| < I fllvellunll < [[fllvR*. (2.22)

Nun ist (Au,, — Av, u, —v) > 0, also

(Aup, v) < (Aup, un) + (Av,v) — (Av, up) .

Es folgt
1 1
[Aunllv: = sup —=(Aup,v) < sup  —=((Av,v) + (Aup, un) — (Av, un))
veVv R veV RO
loli=Fo loli=Fo
222 1 . .
sup ([ Avllv-[lvllv + [ fllv: B* + [l Av]| )
vev 0
loll=Fo
(2.21),(2.22) R* R*
< ) — 40— 2.23
v g + 0 .29

3.Schritt: Konvergenz der Galerkin-Lésung
Wir wollen zeigen, dass eine Teilfolge u,, existiert, so dass

Up, — u inV, (2.24)
Au,, — f inV’, (2.25)
(Aupy s ung)v - — (fiu)v. (2.26)

Aus dem Lemma von Minty (i) folgt Au = f. Wir betrachten die Folge der Galerkin-
Losungen (u,,). Fir w € U2, V, gibt es ein ng, so dass w € V. Fiir n > ng ist nach (2.16)

n=1
(Auy, w) = (f,w)
und damit

lim (Aup,w) = (f,w) YweU,V,. (2.27)

Nun sind die Folgen (u,) in V und (Au,) in V' beschrankt. Wir bemerken, dass V' ebenfalls
reflexiv ist. Daher finden wir eine Teilfolge (uy, ) von (uy), so dass

Up, — u firk — oo, (2.28)
Au,, — g furk — oco. (2.29)

Wir tiberlegen, dass g = f ist.
Die Relationen (2.27) und (2.28) liefern fir w € U2, V,

lim (A, w) = (f,w).

k—o0

Die Relation (2.29) besagt

lim (Auy,,w) = (g, w) .

k—oo
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Alsoist (f —g, w) = 0 auf US2; V,,. Nach dem Satz von Hahn/Banach gilt auch (f —g, w) = 0

auf V = U2, V,,. SchliefSlich gilt fiir die Galerkin-Losungen

<Aunk ) unk> = <fa unk>

und

. . 2.28
lim <Aunk7unk> = kli>nc}<><f’ unk> (:) <fa U> :

k—o0

4.Schritt: Eigenschaften der Losungsmenge
Sei f € V'und M = {u € V : Au = f}. M besitzt folgende Eigenschaften

() M #0.

(i) M ist beschrankt.
Dies folgt aus der Koerzitivitit von A. Falls M nicht beschrankt wére, dann gibe es
furalle R > 0 einu € M mit ||u]| > R > 0.
Wir haben jedoch (siehe 1.Schritt des Beweises)

0= (Au,u) = (f,u) = (L+ [[fllv)llull = 1 Fllvellull = flull > 0.

(iii) M ist konvex.
Seien u; und uy € M. Wir zeigen, dass auch die Konvexkombination
w=tu; + (1 —t)ue,0 < t <1aus M ist.
Seiv € V. Aus der Monotonie von A folgt:

(f — Av,w —v) (f — Av,tu; + (1 —t)ug — (t+ 1 — t)v)
(f = Av, t(ur —v)) + (f = Av, (1 = ) (uz — v))
= t(Au; — Av, (u1 —v)) + (1 — t){Aug — Av,us — v)
> 0.

Aus dem Lemma von Minty (4) folgt, dass Aw = f ist.

(iv) M ist abgeschlossen.
Sei (uy,) eine konvergente Folge in M, d.h. u,, — u, Au,, = f. Wir miissen zeigen, dass
Au = fist.
Es ist fiir ein beliebiges v € V/

(f —Av,u—wv) = lim (f — Av,u, —v) = lim (Au, — Av, u, — v)
> 0.

Wir wenden wieder das Lemma von Minty (¢) an und erhalten f = Au.

(v) Eindeutigkeit
A sei strikt monoton. Dann besteht M aus genau einem Element (Ubung!).



50 KAPITEL 2. THEORIE MONOTONER OPERATOREN
2.3 Der Nemyckii-Operator

Wir wollen den Hauptsatz {iber monotone Operatoren auf quasilineare Differentialglei-
chungen (linear in den hochsten Ableitungen) anwenden. Quasilineare Differentialglei-
chungen 2.0rdnung sind z.B.

Au(z) = —diva(z,u, Vu) + ao(z, u, Vu) = f(z) inQQ CR". (2.30)
Zu diesen gehort auch die p-Laplace Gleichung (¢ = 0)
Au(z) = —div (|Vu(2)[P"2Vu(z)) + cu(z) = f(z) inQ CR". (2.31)
Fiigen wir noch eine Dirichlet-Randbedingung hinzu
u(z) =0 aufoQ,

so konnen wir schwache Formulierungen einfiihren:
o
Gesucht ist ein u € WHP(Q) =V, so dass

(Au,v) = /(Ei(x, u, Vu) - Vo + ag(x, u, Vu)v) dz = (f, v) (2.32)
Q

bzw.

(Au,v) = /(|Vu|p_2Vu - Vv + cuv) dz = (f,v) (2.33)
Q

fir alle v € V ist.
Zundchst miissen wir garantieren, dass die Integrale in (2.32) und (2.33) fiir einu € V =

W1P(Q) wohl definiert sind. Dazu muss @ gewissen Wachstumsbedingungen geniigen (sie-
he auch (1.50)). Um dies zu beschreiben fithrt man den Nemyckii-Operator ' : X — Y als
Abbildung des Funktionenraumes X in den Funktionenraum Y fiir eine gegebene Funktion
f ein:
(Fi)(z) = f(x,ud(z)) (2.34)
T:QCRIS R, f: QxR" - R. (2.35)

Wir erldutern das etwas genauer:

Wir bezeichnen mit X, = X (A, B) die Menge gewisser Abbildungen g : A — B. X, kann ein
Funktionenraum sein, z.B. Xy = L,(QL,R) = {g: Q = R, [, [g]? dz < oo}.

Wir betrachten nun die Abbildungen
u:A— B, u € X, = Xu(A, B),
x — u(x)
f:AxB—C, feXy=X¢(AxB,C),
(@, u(z)) — f(z,u(z)).
Der von f induzierte Nemyckii-Operator F (auch Uberlagerungsoperator genannt) wird wie folgt
eingefiihrt:
FXu*)XF(u)v FEXF:XF(X’U.vXF(u))v

u— f(u() = Fu)
F(U)A—>C, F(U)GXF(u) :Xp(u)(A,C),

z — F(u)(x) = f(, u(x)).
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Die Verbindung zu den Gleichungen (2.33) und (2.34) wird durch die Wahl von X = X,
Y = Xpe), A=Q,B=R",C = R realisiert. Wie die Riume X, Y und X aussehen, wird jetzt
diskutiert.

Wir nehmen an, dass f der Carathéodory-Bedingung und einer Wachstumsbedingung gentigt:

Carathéodory-Bedingung (CO):
fG,7m) ¢ — f(x,7) ist messbar auf Q2 fiir alle 77 € R™.

f(z,-) : 77— f(x,7) ist stetig auf R™ fiir fast alle x € Q.

Wachstumsbedingung (W):

@] < Ja(@)| + 0> [ml & b >0,a € LI(Q),1 < pig<ooi=1,...,n.
1=1

Lemma?7 f: Q x R" — R geniige den Bedingungen (C) und (W). Dann ist der Nemyckii-
Operator (2.34)

F:IP LP(Q)=X > LY(Q) =Y
wohl definiert, stetig und beschriinkt. Weiterhin gilt die Abschitzung
[ Fll o) < cllall o) + ZHWHE»;(Q))-
i=1

Damit ist F € C(IT"_, LP* (), L9(Q)) = Xp(X,Y) = C(X,Y).

Beweis:

Wir beschrinken uns auf den Falln = 1,u = u1,p = p1.

1. Messbarkeit von Fu
Da u € LP(Q) ist, ist die Funktion # — u(x) Lebesgue-messbar auf 2. Daher gibt es eine
Folge (uy, ), von Treppenfunktionen mit

U, —u fi.inQ.

Es folgt

(Fu)(@) = f(z,u(@) © tim f(z,un()).

n—oo

Die Abbildungen = — f(z, un(x)) sind messbar und der Grenzwert messbarer Funktionen
ist messbar.
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2. Beschrianktheit von F'
Seiu € LP(2). Dann ist

[Fullfey = [ 1 u@)frds
Q

< [ ot + thutelyrda
Q
< ¢ / (la(@)|? + b9]u(z)[P) dz
Q
<

é(HquLq(Q) + ||U||I£p(9)) :

Damit bildet F': LP(Q2) — L2(Q2) ab.

3.Stetigkeit von F
Wir betrachten eine konvergente Folge in LP(Q2), u,, P76V 1. Wir miissen zeigen, dass

F(u,) — F(u).

Es existiert ein Teilfolge (uy, ), die f.ii. in 2 punktweise konvergiert.
Aus (C) folgt, dass

Fuy, (x) — Fu(z) f4.inQ.

Koénnen wir zeigen, dass |gn, (2)| = |Fun, (x) — Fu(z)|? < hy, (z) fir fast alle z € Q und

/nk dx—>/ )dx furk — oo,

dann gilt nach dem Lebegueschen Satz {iber die majorisierte Konvergenz, dass gy, LSZ) 0,
d.h. Fuy, P pu konvergiert.
Es ist
lgni (@) = [Foy () — Fu(z)|? = |f(2, un, (2)) — f(2, u(2))|?
< clla(@)|? + b un, ()7 + [ f(z, u(@))|?) =t hny (2) -
[
Bemerkung;:

Betrachten wir partielle Differentialgleichungen, z.B. (2.31), dann ist der Nemyckii-Operator
vektorwertig und @ durch Vu zu ersetzen

F(Vu(z)) = d(x, Vu(z)) = |[VuP"2Vu.

Die Wachstumsbedingung fiir @ lautet dann

|a(z,n)| < |a(z |+bZ|m|‘I-
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Die p-Laplace Gleichung
Wir wenden den Satz von Browder und Minty an, um die Losbarkeit des folgenden Rand-
wertproblems zu untersuchen, 1 < p < co,s > 0:
—div (|VuP™2Vu) +su = f inQ, (2.36)
v = 0 aufdf. (2.37)
Der Operator A(u) = div (|Vu[P~?Vu) wird p-Laplace-Operator genannt. Fiir p = 2 erhalten
wir den Laplace-Operator. (2 sei ein beschrdnktes Gebiet im R", 02 sei Lipschitz-stetig. Wir

wihlen als kanonischen Raum V = W?(Q). Die schwache Formulierung von (2.36) und
(2.37) lautet:
Fir f € V' finde ein u € V, so dass

(Au,v) = /(|Vu|p_2Vu Vv + suwv)dz = (f,v) YveV. (2.38)
)

Wir tiberzeugen uns, dass A : V' — V' wohl definiert ist.

Lemma 8 Seip > ;2 fiir s > Ound p > 1fiir s = 0. Dannist A: V — V',V = WhP(Q).

Beweis:

Wir betrachten zunichst den Fall s = 0.
Esistfﬁr}—lj—i— % =1

[(Au, v)| < /|Vu|p71|Vv|dz
Q

Holder 1 1
< (/ V|- Da dac)E(/ Vol dz) b
Q Q

q:£,1
Q Q
= VullioIVollie@) < clw)lvlwiso)-

Fiir s > 0 miissen wir nur den Term

/uv dz, u,v € WHP(Q)
Q

betrachten. Wir zitieren dazu den Multiplikationssatz fiir Funktionen aus Sobolevraumen
[8, 5.26]):

Sei 2 ein beschriinktes Gebiet, das einer Kegelbedingung geniigt: m, h, k € NU{0},p, q,r > 1 seien
reelle Zahlen, so dass

h+k 1 1 1
mAhtk 11 1
T

n p q

Weiterhin sei

HT}’IP > r, falls hp < n und :“}cq > r, falls kq < n. Dann gilt fiir u € Wm+hr(Q)

und v € WmHka(Q), dass uv € W™ (Q) ist, und es gibt eine von u und v unabhiingige Konstante
C, so dass

n

HUUHm,T < C||U||m+h7p||v”m+kﬂ' (2.39)
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2n
n+2

Setzen wir m = 0,h = k = r = 1, p = ¢, dann erhalten wir fiir p >
uvllLie) < cllullwrr@llvllwie) -
]

Wir zeigen jetzt, dass A : V' — V' den Voraussetzungen des Satzes von Browder und Minty
gentigt.

Lemma 9 Die Voraussetzungen von Lemma 8 seien erfiillt. Der durch (2.36) definierte Operator
AV = V'V =Wh(Q), ist strikt monoton, koerziv und stetig.

Beweis:
1.Schritt: A ist strikt monoton.
(Au — Av,u —v) = /(|Vu|p72Vu — |[Vu|P~2V0) - (Vu — V) da + s/ lu —v|* dz
) o)
> /(|Vu|p_2Vu — |[Vu|P72V0) - (Vu — Vo) dz
)
= [@te) - ) - 1) - o)) s 240

Q

fir Vu(z) = p(x), Vo(x) = §(x), §(7) = |7P~27.
Wir sehen uns den Integranden von (2.40) an.
Esist

0 -g@) = [ lga+ - alar

Dgq+7(p =) —q)dr

o O~ _

mit
Dg = (|71P"26:; + (p — 27" nim; )i -

Damit wird

G6) - @) [ 4] = /Dg*@w(ﬁ— D) - D)-F— @ dr.

7 g
Nun ist
DGMg-§ = 1P 2g? + (o = 2)dP (7T - 9)?
2| (7-9)°
= AP TP+ (0~ 2)=5r55)
|57 71>
> [7P7?|g]* min(1,p — 1).
Es folgt

G6) - @) G- > clﬁ—(ﬂ2/|§+f(ﬁ—q")l”‘2d7
0

> 0 firg#£q
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und (Au — Av,u —v) > 0 fir u # v.

2. A ist koerziv
Es ist

(Au,u) = / [Vul? + s|u® dz > [|Vull}, o) = cllullf,
Q
und damit
(Au,u)

W > cHqufl — oo flr|jully — coundp > 1.
ullv

3. A ist stetig

Sei (uy) eine konvergente Folge in V, uy, Y, u. Wir zeigen, das Auy, — Auin V' konvergiert.
Dazu wenden wir Lemma 7 auf den Nemyckii-Operator

F(Vu(z)) = F(p)(z) = |p() "~ p(z)

an. Da F(p) = [plP~! % stetig ist (fiir = 0 stetig durch 0 ergénzt) gilt die Bedingung (C)

und es ist die Bedingung (W) zu priifen:

@) = 1@ = 1o~ = 1nF firg = P

Die Voraussetzungen von Lemma 7 sind erfiillt und

—

Fe[mr@) — @),
ist wohl definiert, stetig und beschrédnkt, d.h.

F(Vuy) — F(Vu) in[L9(Q)]" firk — co.
Weiterhin gilt

° 2n
Lr(Q)] = L3(Q ¥ —_— .
ve [Whr()] =V C L*(Q) furp>n+2

Wir erhalten fiireinv € V

(Aug, — Au,v)y = [F(Vug) — F(Vu)] - Vodz + s [ (ux — u)vde
/ /

IN

|| F(Vur) — F(V) |l paoyn VUl imo@yn + slluk — wll 2oy llvll 22
[ F(Vug) — F(Vu)llipa@y Vol + sllux — ullv o]y .

IN

Es folgt
[Au, — Aully: = sup [(Auy, — Au,v)|

veV
lvlly=1

(| F(Vug) — F(Vu)||payn + lJuk —ullv) — 0 firk — oo.

IN

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 24 Seip > 2 fiir s > Ound p > 1 fiir s = 0. Dann besitzt das schwach formulierte
Dirirchletproblem fiir den p-Laplace-Operator (2.36) eine eindeutig bestimmte Losung u € W1P(Q)

fiir jedes f € V.
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24 Pseudomonotone Operatoren und der Satz von Brézis

Bei quasilinearen Differentialgleichungen kénnen auch Terme niederer Ordnung auftreten,
die nicht monoton sind. Sehen wir uns z.B. das Randwertproblem

—div (|Vu[P"2Vu) +su = f inQ,
uw = 0 aufdQ
an, wobei s < 0 ist.

Um auch solche Probleme behandeln zu kénnen, wurde der Begriff des pseudomonotonen
Operators eingefiihrt. Typische Beispiele sind Operatoren der Form

A=A+ Ay,

wobei A; : V — V' ein monotoner, hemistetiger und A : V' — V’ ein stark stetiger (und
damit kompakter) Operator ist. Man spricht auch von kompakter Stérung von A; durch
As.

Die Pseudomonotonie eines Operators ist eine Abschwéchung der Monotonie in Verbin-
dung mit der Hemistetigkeit. Ziel ist, auch hier einen Hauptsatz, den Satz von Brézis (1986),
zu beweisen:

Satz 25 (Satz von Brézis) Sei A : V — V' ein pseudomonotoner, beschriinkter, koerziver
Operator, der einen reflexiven, reellen Banachraum V mit abzihlbarer Basis in V' abbildet. Dann
existiert fiir alle f € V' eine Losung v € V der Gleichung

Au=f.

Um den Begriff der Pseudomonotonie verstiandlich zu machen, erinnern wir an einige wich-
tige Eigenschaften von monotonen, hemistetigen Operatoren, sieche Lemma 5, Lemma von
Minty.

e A monoton und hemistetig = A demistetig = A ist lokal beschrankt.

¢ A monoton und hemistetig

Up, - in V
Au,, o in V'S o Au=7t (2.41)
<Aun7 un>V - <fa U>

Kurz: Falls A monoton und hemistetig ist, dann gilt die Bedingung (M).
Die Aussage (2.41) wird jetzt modifiziert.

Definition 7 (Aussage M) Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum und A : V. — V'. A
geniigt der Aussage (M), falls aus

U, — u nV, (2.42)
Au, — f inV’, (2.43)
lim sup(Aun,u,) < (f,u) (2.44)

folgt, dass Au = f ist.

Wir zeigen, dass die Aussage M invariant unter kompakten Stérungen ist.

Lemma 10 Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum, A : V — V', B : V. — V'. Dann gilt
(i) Ist A monoton und hemistetig, dann geniigt A der Aussage (M).

(ii) Wenn A der Aussage (M) geniigt und B ein stark stetiger Operator ist, dann geniigt auch
A + B der Aussage (M).
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Beweis:

(i) Die Aussage (i) ist eine Variante der Aussage (ii) des Lemmas 6 von Minty. Der Beweis
verlduft dhnlich. Sei (u,,) eine Folge aus V, fiir die (2.42), (2.43) und (2.44) gelten. Da
A monoton ist, haben wir

0 < (Aup, — Av,up — 0) = (A, upn) — (Av, up) — (Au, — Ao, v) .
Wir bilden den lim,,_, sup und erhalten wegen (2.42), (2.43) und (2.44)
0 < {fyu) — (Av,u) — (f — Av,v) = (f — Av,u —v).
Damit ist A maximal monoton und aus dem Lemma 6 von Minty (i) folgt Au = f.
(if) Fur u, — u gilt Bu,, — Buin V'. Daher erhalten wir

[(Btn, un) — (Bu,u)] = |(Bup — Bu,u,) + (Bu, u,) — (Bu, u)|
< ||Bup — Bull||un|| + |[{Bu,un, —u)] — 0.  (2.45)

Somit gilt Au,, + Bu, — f + Bu = g und

(2.45)

nlLIr;O sup{Auy, + Bun,un) < (f + Bu,u) = (g, u).
Es folgt
nlin;o sup{Auy,, u,) < (g — Bu, u)
und
Au = g— Bu
Au+Bu = g.

Damit gilt die Eigenschaft (M) auch fiir A + B.

Definition 8 Sei V ein reeller, reflexiver Banachraum, A : V. — V'. A ist pseudomonoton, falls

aus
U, — u inV, (2.46)
nlLIr;O sup{Aup, u, —u)y < 0, (2.47)
folgt
(Au,u —v)y < lim inf(Au,,u, —v)y Yo V. (2.48)

Wir betrachten Beispiele und Eigenschaften von pseudomonotonen Operatoren.
Lemma 11 Sei V ein reeller reflexiver Banachraum, A, B : V. — V'. Es gilt

(a) Wenn A monoton und hemistetig ist, dann ist A pseudomonoton.

(b) Wenn A stark stetig ist, dann ist A pseudomonoton.

(c) Wenn A und B pseudomonoton sind, dann ist (A + B) pseudomonoton.
(d) Wenn A pseudomonoton ist, dann geniigt A der Aussage (M).

(e) Wenn A pseudomonoton und lokal beschriinkt ist, dann ist A demistetig.
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Beweis:

(a) Sei (uy,) eine Folge, so dass (2.46) und (2.47) gelten. Da A monoton ist, erhalten wir

(Au, — Auyuy —u) >0

und
nl;rr;o inf (Aup, u, —u) > nlin;o inf(Au, u, — u) @29,
Zusammen mit (2.47) folgt
lim (Auwp,u, —u)=0. (2.49)

n—oo

Sei v € V beliebig. Wir setzen w = u + t(v — u),t > 0. Aus der Monotonie von A folgt

(Aup, — Aw,up, — (u+tlv—w))) > 0
t{Aun,u —v) > —(Aup,u, —u) + (Aw, u, — u) + t{Aw,u —v).

(2.46) und (2.49) liefern uns

lim inft(Aup, u, —v) > t{Aw,u—v)
lim inf(Aup,,u, —v) > (Alu+tlv—u)),u—v).

Da A hemistetig ist, gilt fiir t — 0

lim inf(Aup, u, —v) > (Au,u —v).

(2.48) ist erfiillt und A ist pseudomonoton.

(b) A sei stark stetig, d.h. u, — v und Au,, — Au in V’. Analog zu (2.45) erhalten wir
(Atp, upn) — (Au,u). Damit haben wir fiir ein beliebiges v € V

lim (Aup, un, —v) = (Au,u — v),

d.h. (2.48) gilt.

(c) Wir miissen zeigen: Falls u,, = uin V und

lim sup((A + B)up,u, —uyy <0, (2.50)
dann gilt
((A+ B)u,u —v)y < lim inf((A + B)up, un — v)v . (2.51)

Wir tiberlegen uns zunéchst, dass aus (2.50)

lim sup(Auy, u, —u) <0, (2.52)
lim sup(Buy,, u, —u) <0 (2.53)

folgt. Wir nehmen an, dass (2.52) nicht gilt, d.h.

lim sup{Aup,u, —u) =a>0.

n—oo

Dann folgt

lim sup(Bun,, u, —u) < —a.

n—oo
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(d)

(e)

Die Pseudomonotonie von B liefert

(Bu,u —v) < lim inf(Buy, un —v). (2.54)

n—oo

Fiir v = u erhalten wir aus (2.54)

0 < lim inf(Buy, up, —u) < lUm sup(Bun, u, —u) < —a,
was zu einem Widerspruch fiihrt.
Da A und B pseudomonoton sind, folgt aus (2.52) und (2.53) fiir einen beliebiges
veV

(Au,u —v) < lim inf{Auy,, u, — v) (2.55)
(Bu,u—wv) < lim inf(Bup,u, — v). (2.56)

Addition von (2.55) und (2.56) fiihrt zur Ungleichung (2.51).
Sei (uy,) eine Folge, fiir die (2.42), (2.43) und (2.44) gelten. Wir miissen zeigen, dass

Au = fist.
Aus (2.43) und (2.44) folgt

lim sup(Aup,u, —u) < (f,u) — lim sup(Aun,u) =0.

n—oo n—o0

Die Pseudomonotonie von A besagt, dass fiir v € V

(2.44)
(Au,u—v) < IL}H;O inf(Aup, u, — vy < (f,u) — nlirxgo inf (Auy,, v)
S (fw) = (f0) = (fru ). 257)

Ersetzen wir v durch 2u — v, dann ist

(Au,v —u) = —(Au,u —v) < —(f,u—v),

also
(Au,u—v) > (f,u—v) YveV. (2.58)
Aus (2.57) folgt
(Au,u—v) = (f,u—v)
und damit

Au=f.
Wir zeigen die Demistetigkeit von A, d.h.

Up, Y= Auy, L Au. (2.59)

Aus der lokalen Beschrinktheit folgt, dass (Au, ) beschrankt ist. Daher gibt es eine
Teilfolge (Auy, ) mit Au,, — f fir k — co. Es gilt

klim (Atp, , up, —u)y=0. (2.60)
Die Pseudomonotonie von A besagt, dass aus (2.59) und (2.60) folgt
(Au,u —v) < klim inf(Aup, , un, —v) = (f,u—v).

Wie oben kénnen wir schlieflen, dass Au = f ist, d.h. Au,, — Au fiir k — oco. Dies gilt

fiir beliebige konvergente Teilfolgen (Au,, ) und daher erhalten wir Au, Y Au.
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Beweis des Satzes von Brézis

Wir beweisen jetzt den Hauptsatz iiber pseudomonotone Operatoren.

Satz 26 Sei A: V — V'’ ein pseudomonotoner, beschrinkter, koerziver Operator, der einen refle-
xiven, reellen Banachraum V mit abziihlbarer Basis in V' abbildet. Dann existiert fiir alle f € V'
eine Losung u € V der Gleichung

Au=f.

Beweis:

Wir folgen den Beweisschritten des Satzes von Browder und Minty.

1.Schritt: Galerkin Approximation

Da nach Lemma 11 beschrinkte, pseudomonotone Operatoren demistetig sind, erhalten
wir die Existenz einer Folge (u,,) von Galerkinlgsungen, die gleichm&fig beschrankt sind.
2.Schritt:

Die Beschranktheit von (Au,,), folgt unmittelbar aus der Voraussetzung.

3.Schritt: Konvergenz des Galerkinverfahren

Aus der Reflexivitdt von V bzw. V' folgt, dass die beschrinkten Folgen (u,), und (Auy)n
schwach konvergente Teilfolgen enthalten. Es kann aus diesen eine Teilfolge (u,, )» gewdahlt
werden, dass

Up, — u inV firk — oo,

Au,, — g inV' firk— oo.

Analoge Uberlegungen wie im 3.Schritt des Beweises des Satzes von Browder und Minty
liefern g = f und schliefSlich

lHm (Aup, ,un, ) = (f,u).

k—o0

Die Aussage (M), die nach Lemma11 d) gilt, fithrt auf

Au=f.
[
Beispiele:
Wir betrachten das Dirichletproblem
—div (|VuP™2Vu) + g(u) = f inQ (2.61)
u = 0 aufdf. (2.62)

Hierbei sei € ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0). Wir fiithren den

Raum V = W1P(Q) ein und geben eine schwache Formulierung von (2.61) und (2.62) an:
Sei

(Aju,v) = /|V|p72Vu~Vvdz (2.63)
Q

(Asu,v) = /g(u)vdz. (2.64)

Q
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Flirein f € V'istein u € V gesucht, so dass

(Aqu,v) + (Asu,v) = (f,v) YveV. (2.65)
Damit das Integral (2.64) wohl definiert ist, d.h. g : WP(Q) — L4(Q), % + % = 1, miissen
wir gewisse Wachstumsbedingungen an g stellen.
Lemma 7 garantiert:
Falls g : R — R stetig ist und die Abschdtzung
lg(s)| < c(1+|s|P™!) VseR (2.66)

gilt, dann bildet g : L?(Q) in L9(Q2) ab und
lg(@)llaq) < e+ lullFyig) < e+ lullf )

Eigentlich brauchen wir aber nur, dass A, : V' — V’. Wir wollen {iberlegen, ob das durch
allgemeinere Wachstumsbedingungen der Form (2.66) gesichert ist.

Lemma 12 Sei Q ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0. g : R — R sei eine
stetige Funktion, die der Wachstumsbedingung

lg(s)] < e(1+[s]"™1),1 <7 < o0, (2.67)

geniigt.
Ist 1 < p < n, dann fordern wir zusitzlich r < %. Fiir p > n kann r € (1, 0o) gewihlt werden.
Dann bildet Ay : V in V' ab und ist beschriinkt. AufSerdem ist A, stark stetig.

Beweis:

Wir erinnern zunéchst an Einbettungssitze fiir Sobolevraume ([1, S.144]):

WiP(Q) C LYQ) fir p<n,1<a<—2, (2.68)

n—p
Wir(Q) ELYQ) fir p=n,l<a<oo, (2.69)
Wir(Q) € C(Q) C LYQ) fir p>n,l1<a<oo. (2.70)

Wir zeigen jetzt, dass As : V' — V' beschréankt ist.
LFall: p <n,r < %

Es ist
(el < e[l
Q
Holder (r—1)r' a1 1
5 c[/|v|dsc+</|u|’° ’“d:c>~</|v|’°dz>r1
Q Q Q
<l + Nl ol )]
(2.68),a=r r—1
STl el
2.Fall: p > n.

Wir gehen analog vor und benutzen die Einbettungen (2.69) und (2.70).
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Wir {iberlegen nun, warum A, stark stetig ist.

Sei (uy, ), eine schwach konvergente Folge in V, u,, — u. Wir miissen zeigen, dass die Bild-
folge (Auy, ), stark in V’ konvergiert. Aufgrund der kompakten Einbettungen (2.68), (2.69)
und (2.70) existiert eine Teilfolge (uy, ), die in L"(Q2) stark konvergiert

Up, — uw IinV
Un, — u InL"(Q).

Nach Lemma 7 ist der zu g gehorige Nemyckii-Operator F : L"(Q) — L" (€2) wohl definiert,
stetig und beschrankt (man setze dort p; = r,q = 7/, % =r — 1). Daher gilt

[ (uny = F(u)l[ @) = [19(un,) = 9(u)l[ (@) — 0 flirk — o0.

Damit wird

142 (un, ) = Aa()lvr = sup [(Az(un,) — A2(u),v)|
lloli=1

IN

sup [ lg(une)  g(un)o] do
llvll=1

sup [lg(un,.) = g9(un)ll L o0l -
[loll=1

IN

Damit konvergiert As(uy, ) — A2(u) in V.
Diese Argumentation gilt fiir alle Teilfolgen (uy, ) mit u,, — win L". Es folgt

A2 (’U,n) — A2 (’U,) .
]

Somit haben wir gezeigt, dass A; + A2 pseudomonoton ist. Wir wollen jetzt den Satz von
Brézis anwenden, um die Existenz einer schwachen Losung des Randwertproblems von
(2.61), (2.62) nachzuweisen.

Lemma 13 Scien die Voraussetzungen von Lemma 12 erfiillt und gelte zusiitzlich die Bedingung
fiir g

Suelﬂng(s)s > —00, (2.71)

dann existiert eine schwache Losung u € WP (S2) des Randwertproblems (2.65).

Beweis:

Wir miissen nur noch zeigen, dass aus der Voraussetzung (2.71) die Koerzivitit von (4; +
Ay) : V — V' folgt. Es ist

<(A1 + Ag)u,u> > <A1u, u) G Friedrichs Cl“u“I‘)/_l G oo
[[ullv [ullv lullv [l
fur |Jul|y — oc. |
Bemerkung;:

Die Bedingung (2.71) kann durch andere Bedingungen ersetzt werden (Ubung).
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2.Beispiel:

Wir betrachten noch einmal das Dirichletproblem fiir die stationdren
Navier-Stokes-Gleichungen

—vAG+Vii+Vp = f inQ, (2.72)
divi = 0 inQ, (2.73)
@ 0 aufdQ. (2.74)

Hierbei ist @ C R”,n = 2,3, ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0f2. Die
Gleichungen (2.72) und (2.73) beschreiben eine stationdre Stromung einer viskosen, inkom-
pressiblen Flussigkeit. Die Randbedingung (2.74) besagt, dass das Geschwindigkeitsfeld
# am Rand verschwindet (eventuell Subtraktion einer gegebenen Geschwindigkeit). Vi
wird auch als Wirbelterm bezeichnet.

Wir setzen

V={aeWbh2(Q)]":divi =0}, (2.75)
versehen mit der Norm
[éllv = [Vl L2 ()mxn (2.76)

Um die Eindeutigkeit des Druckfeldes zu gewihrleisten, betrachten wir p € L?*(Q) mit
[pdz=0.
Q

Da fur v € V gilt
(Vp,¥) := —/pdivf)'dx =0,
Q
lautet die schwache Formulierung von (2.72), (2.73), (2.74):
Finde ein @ € V, so dass
/vVﬁ:Vde+/(Vﬁﬁ~U)dx:<f,17> YoeV, (2.77)
Q Q

bzw. abgekiirzt
(AT, 0) + (A2, T) = (f,0) YveV.

Wir tiiberlegen uns, dass der Raum V, definiert durch (2.75) und (2.76) ein reflexiver Ba-
nachraum ist. Dazu ist nur das folgende Lemma zu zeigen.
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Lemma 14 Der Raum V ist ein abgeschlossener Teilraum von [W12(Q)]™.

Beweis:

Sei (tn)n)n € V und @, — @ in [VI;IQ(Q)]" Insbesondere konvergiert
Vi, — Vi in[L2(Q)]"7".

Daher gibt es eine Teilfolge i, mit
Vitn, — Vi £ firk — oo.

und

lim tr (Viy,, (z)) = tr (Vi(z)) = divi(x) f.u..

k—oo
Daheristi e V. ]
Wir haben uns schon frither (Lemmata 8, 12) tiberzeugt, dass
Al + A2 V- V/

wohl definiert ist. Weiterhin gilt, dass 4; : V' — V" linear, stetig, koerziv und strikt monoton
ist (v > 0, Lax-Milgram).
Wir sehen uns jetzt an, ob A, : V' — V' pseudomonoton und beschrankt ist.

Lemma 15 Der Operator Ay : V — V' ist stark stetig und beschriinkt.

Beweis:

a) Beschranktheit:
Wir hatten bereits tiberlegt (1.18), dass

(Al 7) < /|ﬁ|Rn|va|Rm|ﬁ|Rn dz < (/|a|4dx)%(/|a| dx)%(/|vu|2dx)%
Q Q Q Q
< IVl Za o 1Ty = el Tlv

da V C [L*(Q)]? ist. Damit ist A, beschrankt.

b) Starke Stetigkeit

Nach (2.68) und (2.69) ist V ¢ [LA(Q)]™,n = 2,3. Sei (), eine schwach konvergente
Folge in V'

- V.
[N

Die kompakte Einbettung von V in [L*(Q)]" sichert, dass eine in [L*(2)]" konvergente
Teilfolge existiert:

z, F O g (2.78)

Da die weitere Argumentation fiir alle in [L*(Q2)]" konvergenten Teilfolgen gilt, be-
zeichnen wir die obige Teilfolge wiederum mit ().
Wir miissen zeigen

I 7
Aoty — Aol
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d.h.

[Agtly, — Agtl]|v: = sup [(Axdy — A2, v)] — 0 firk — oco. (2.79)
TeVv
I71=1

Wir beweisen (2.79) indirekt, indem wir annehmen (2.79) gelte nicht. Dann gibt es ein
g0 > 0 und fir alle £ € N eine Element v}, € V mit ||t}|| = 1, so dass

|(Agiiy, — Asil, T)| >0 VkEN. (2.80)

Da die Folge () in V beschrankt ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge,
die in [L*(Q)]" gegen ¥ konvergiert. Die bezeichnen wir wiederum mit (7). Fiir diese
Teilfolge gilt

Q

IN

C[Hﬁk — ﬁH[L4(Q)]n ||VﬁkH[L2(Q)]an ||’l7k”[L4(Q)]n

—0((2.78)) beschrankt beschrankt

+||’JH[L4(Q)]n ||V6k — V’JH[LQ(Q)]an ||’17k — ’UH[L4(Q)]TL

beschrankt —0

+|/ V(dy —a)i-v dz| — 0.
—_———

€ -0 schw. Konvergenz

Dies ist ein Widerspruch zu (2.80).

Satz 27 Sei Q C R3 ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 05

V= {@ e [W2(Q)" : divii = 0} .

Dann gibt es zu jedem f € V' eine schwache Losung v € V des Dirichletproblems (2.77).

Beweis:

Der Operator (A; + As) : V. — V' ist beschrankt und pseudomonoton, wie wir bereits
gezeigt haben. Wir miissen daher nur noch tiberlegen, dass (A, + As) koerziv ist.
Es ist

IS
NI
ol
8

T1
(Aol @) = /Vﬁﬁ~ﬁdz:/ﬁ~(Vﬁ)Tﬁdx:/ﬁ~ Oa,

N

)
=
[

~12 ~2
dxz/ﬁ“gr&d%dzzf/divﬂ'%dzzo.
Q Q

Il
Sl
HQJ
[V
ENEN
¥ [ &)

i~}

Aus der Koerzivitit von A, folgt damit die Koerzivitdt von (A; + As). n
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Bemerkung:
Satz 27 sichert die Existenz eines Geschwindigkeitsfeldes @ € V.

Nun gehen wir zum groferen Raum V = [W'2(Q)]" tiber. Wir erhalten fir & € V die
folgende Relation fiir gegebenes :

/Vu~V1~)dx+/Vuu~f)d:rf/pdivf)dx = (f,9)

Q Q Q

und

—/pdivﬁdx = (F,0) YoeV. (2.81)
Q

Aus (2.81) folgt, dass
Vp=F

im Distributionensinn ist und p bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Wie vorn
erwihnt, wird durch die Zusatzbedingung [ pdz = 0 die Eindeutigkeit von p gesichert.
Q

2.5 Maximal monotone Operatoren

Wir hatten maximal monotone Operatoren in Lemma 7 (Lemma von Minty) folgenderma-
fen eingefiihrt:

Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum und A : V. — V'. A ist maximal monoton, falls folgende
Aussage gilt: Fiir ein u € V und ein f € V' sei

(f—Au,u—v) >0 YoeV.

Dann folgt Au = f.
Weiterhin hatten wir im Lemma von Minty gezeigt:
Ist A monoton und hemistetig, dann ist A maximal monoton.

Wir wollen jetzt auch unstetige Operatoren betrachten. Intuitiv kann man sich unter einem
maximal monotonen Operator einen monotonen Operator vorstellen, der keine “echte” mo-
notone Erweiterung besitzt. Eine solche Erweiterung kann mehrdeutig sein, wie folgendes
Beispiel zeigt:

Beispiel
Sei A : R — R monoton, aber unstetig, siehe Abbildung 2.2,

Ay e —u?,  fiiru <0,
YT w22, firu > 0.

Wir tiberlegen, dass A nicht maximal monoton ist. Dazu wihlen wir f = 1,u = 0. Es ist

~ L (1+v?2)|v] >0 firv < 0,
(1— Av, U)-{ (1fv2—2)(—v):v2+v20 furv >0,

aber f = 1 # Au = 2. Der Wertebereich von A ist zu klein. Eine monotone Erweiterung

lautet:

—u?, fir u < 0,

Au = [0,2], firwu=0, (2.82)
u?+2, fiuru > 0.
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Abbildung 2.2: Die Abbildung A

Um zu zeigen, dass diese Erweiterung maximal monoton ist, miissen wir zunédchst mehr-
deutige Abbildungen einfithren und auf diese die Definition der maximalen Monotonie
ausdehnen.

Definition 9 Seien M und Y Mengen, 2¥ die Potenzmenge von Y und A : M — 2Y eine
Abbildung. Dann sind

D(A) ={ue M: Au # 0} (2.83)
der effektive Definitionsbereich,
R(A)= U Au (2.84)
uED(A)
der Wertebereich und
G(A) ={(u,v) e M xY :u € D(A),v € Au} (2.85)

der Graph von A.

In unserem Beispiel sind D(A) = R und R(A) =R.

Bemerkung;:
(i) Die inverse Abbildung A~! : Y — 2M ist definiert durch

A7) ={ue M :v e A(u)}.

Es gilt D(A~) = R(A), R(A~Y) = D(A), (u,v) € G(A) & (v,u) € G(A™L).

(ii) Seien X und Y lineare Rdume iiber dem Korper K und M C X. Wir betrachten zwei
Abbildungen A, B : M — 2¥ und definieren die Linearkombination fiir feste o, 3 € K:

(aA + BB)(u) = { adu+pBu, fir u e D(A) N D(B)

Fiir mehrdeutige Abbildungen kénnen Monotonie und maximale Monotonie folgenderma-
fen eingefiihrt werden:
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Definition 10 Sei V ein reflexiver, reeller Banachraum und M C 'V eine Teilmenge. Die Abbil-
dung A : M — 2V ist

e monoton, falls
(u* —v*;u—v) >0, V(u,u"), (v,0*) € G(A)
e maximal monoton, falls A monoton ist und fiir (u,u*) € M x V' mit der Eigenschaft
(u* —v*,;u—v) >0, V(v,v*) € G(A)
folgt, dass (u,u*) € G(A) ist.

Ist A: D(A) C V — V' ein Operator (eindeutig), dann kann er als spezielle mehrdeutige
Abbildung von V — 2V aufgefasst werden, indem man

. { {Au}, fir u e D(A),
0 sonst

setzt. Die obige Definition stimmt dann mit der urspriinglichen Definition tiberein.
Es wird als Ubung empfohlen zu priifen, ob die im Beispiel konstruierte Erweiterung (2.82)
maximal monoton ist.

Klassische Beispiele fiir maximal monotone Operatoren sind Subdifferentiale, die den Ab-
leitungsbegriff fiir konvexe Funktionen verallgemeinern. Wir wiederholen zunéchst, was
wir unter konvexen Funktionen verstehen und welche Aussagen fiir deren Ableitungen
gelten.

Konvexe Funktionen

Wir beginnen mit der Definition einer konvexen Teilmenge eines linearen Raumes V.

Definition 11 Sei V ein linearer Raum iiber dem Kérper der rellen Zahlen. Eine Teilmenge C' C
V' heifSt konvex, wenn fiir alle v, v € C und fiir alle X € (0, 1) gilt, dass

A+ (1—MNv e C.
Anschaulich bedeutet das, dass alle Punkte einer Verbindungsstrecke zwischen zwei Punk-

ten aus der Menge C auch in dieser Menge liegen.
Wir definieren jetzt, was wir unter einer konvexen Abbildung (Funktional) verstehen.

Definition 12 Eine Abbildung F: C C V — Rist
(i) konvex auf der konvexen Menge C, wenn fiir alle A € (0, 1) und fiir alle u,v € C gilt

FAu+ (1—=XMv) <AF(u) + (1 =N F(v),
(ii) strikt konvex auf C, wenn fiir alle X € (0,1) und fiir alle u,v € C,u # v gilt
FAu+ (1= XMv) < AF(u) + (1 = N)F(v).

Anschaulich bedeutet das, dass kein Punkt der Verbindungsstrecke von zwei Punkten
{u, F(u)},{v, F(v)} des Graphen unterhalb des Graphen von F liegt.

Konvexitatskriterien im R”

Die Konvexitiat von reellen Funktionen mehrerer reeller Variablen kann mit Hilfe von Ab-
leitungen charakterisiert werden.
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Satz 28 Sei C' C R" eine offene, konvexe Menge und f : C' — R stetig differenzierbar. Dann gilt

fist konvex < f(u) — f(v) > V) - (u—v). (2.86)

Beweis:

a) f sei konvex. Wir betrachten
9(t) = f(ru+ (1 — 7)v).
Die Konvexitdtsungleichung lautet:

g9(r) <7g(1) + (1 —=7)g(0) V7€ (0,1).

Daraus folgt
T9(1) = g(7) — 9(0) + 79(0)
und
o) = L0290 o)
Aus der Differenzierbarkeit von f erhalten wir
g = tim 090 _gr0) (0 0) < 6(1) ~ 9(0) = Flw) - £(0).

T—04 T

b) Es gelte f(u)— f(v) > Vf(v)-(u—v) fiir alle u,v € C. Wir betrachten w = Au+(1-\)v € C
fiir ein beliebiges A € (0,1). Dann ist

fu) = f(w) = Vf(w) - (u—w). (2.87)

fv) = fw) = Vf(w) - (v—w). (2.88)

Multiplizieren wir (2.87) mit A und (2.88) mit (1 — A) und addieren beide Gleichungen, dann
erhalten wir

A (u)+A=2) f(v)=f(w) 2 Vf(w) A u—w)+(1-2)(v-w)) = Vf(w) Qut(1-A)v—w) = 0.
Durch Umordnen folgt
FOu+ (1 =) < Af(u) + (1= A)f(v).
n

Beachten wir, dass Vf : C C R" = V — R” = V', dann kdonnen wir die Konvexitit von f
auch folgendermafien charakterisieren:
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Satz 29 Sei C C R" eine offene und konvexe Menge und f : C — R stetig differenzierbar. Dann
gilt
fist konvex < V f ist mononton auf C. (2.89)

Beweis:
a) f sei konvex. Dann gilt
flu) = f(v) 2 Vf(v) - (u—0)
fw) = fu) = Vfu) (v—u).
Addition der beiden Ungleichungen liefert
(VFi(u) =V f(v) - (u—=v)=0.
b) Sei V f monoton auf C. Fiir feste, aber beliebige u, v € C gilt nach dem Mittelwertsatz
fu) = f(v) = Vf(w)) - (u—wv), (2.90)
wobei w = v + a(u — v) flr ein « € (0, 1) ist. Wir wollen zeigen, dass
fu) = fv) 2 Vf(v) - (u—w).
gilt. Dazu nutzen wir die Monotonie von V f aus:
(Vf(w) =V f({©)) (w=v) = (Vf(w) = V@) alu—-v)=>0.
Einsetzen von (2.90) in die rechte Seite liefert
a(f(u) = f(v) = aV[(v) - (u—wv),
woraus die Behauptung folgt. |

Weiterhin gilt:

Satz 30 Sei C C R" eine offene und konvexe Menge und f : C — R sei zweimal stetig differen-
zierbar.
fist konvex auf C' < die Hessematrix V? f ist auf C positiv semidefinit. (2.91)

Konvexitatskriterien in Banachraumen

Sei I' eine Abbildung eines reellen Banachraumes V' in die Menge der reellen Zahlen,
F : V — R. Um die obigen Konvexitatskriterien {ibertragen zu kénnen, miissen wir Ab-
leitungen von F einfiihren, die Fréchet- und die Gateaux-Ableitung.

Definition 13 (Richtungsableitung, Gateauxableitung)
Seien X,Y Banachriume, ' : U C X — Y, xy € U, h € X. Es existiere eine Umgebung
U(zo) C U von xg. F besitzt im Punkt xq eine Ableitung in Richtung h, falls die Funktion

g:(—,e)CR—=Y, >0,
g(t) :== F(zog +th)
in t = 0 differenzierbar ist, d.h.

wohl definiert ist. Falls § F(xo, h) fiir alle h € X existiert und die Abbildung
DgF(.ro) X — Y, h — (SF(,TQ, h),

stetig und linear ist, dann heifit F' im Punkt xo Gateaux-differenzierbar und DgF (zo) ist die
Gateauxableitung von F' im Punkt x.
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Bemerkung;:

Die Relation (2.92) kann auch folgendermafien geschrieben werden:
F(xzo +th) — F(x9) = 6F(xo, h)t + ot).

Definition 14 (Fréchetableitung)

Seien X,Y Banachriiume, F : U C X — Y, x¢ € U. Es existiere eine Umgebung U(zog) C U
von xo. F ist im Punkt xy Fréchet-differenzierbar, wenn eine stetige, lineare Abbildung A : X — Y
existiert, so dass

F(zo+ h) — F(zo) = Ah+o(||h]]) fiir h — 0. (2.93)

A = DF\(x) wird als Fréchetableitung von F an der Stelle xo bezeichnet.

Der Zusammenhang zwischen Géteaux- und Fréchetableitung wird durch folgenden Satz
beschrieben:

Satz 31 Seien X,Y Banachriume, F : U C X — Y.

(i) Ist F' im Punkt xo Fréchet-differenzierbar, dann ist F im Punkt xo Gateaux-differenzierbar.

(ii) Ist F Gateaux-differenzierbar in einer Umgebung U (xo) und ist Dg F(x) stetig in zo, dann ist
F' Fréchet-differenzierbar in xo.

Beweis:
(i) Setze in (2.93) h = th, wobei h fest, aber beliebig ist.
(ii) Wir betrachten ¢g(7) = F'(z¢ + 7h). Es ist

g(r +1) —g(r)

/ . _
g'(r) = }gr(l) ; = 0F (zo + Th, h).
Weiterhin gilt
1 1
g(1) —¢(0) = / g (r)dr = / O0F (zo + Th,h)dr
0 0
und

lg(1) = 9(0) = g'(0)]] H/O (0F (w0 + Th, h) — 6F (o, h)) dr||

- /0|(DGF(zO+Th)DcF(xo))hlldT

1
< / (DG F (xo + Th) — D F (o)) ||| Al| dr
0
= o([[nlD);
da D¢ F stetig in z ist. Es folgt
lg(1) = 9(0) = g'(0)II = [|F (w0 + h) = F(w0) — DaF(x0)hlly = o([I2]])
und damit ist DgF(z9) = DF(x0). n

Beispiel
Sei X ein Hilbertraum, Y = R, F(u) = ||u||?. Wir berechnen die Gateauxableitung. Es ist:

g(t) = F(Uo + th) = (Uo + th, ug + th)

4/(0) = Tim (uo + th,ug + th) — u(ug, uo)

S P = 2(’[1,0, h) = 6F(UQ, h)
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Der Darstellungssatz fiir stetige lineare Funktional iiber Hilbertraumen liefert:
DGF(U()) = 2U0.

Aus Satz 31 folgt, dass die Fréchetableitung existiert und mit der Gateauxableitung tiber-
einstimmt.

Die Konvexitatskriterien (2.86),(2.89) konnen auf Gateaux-differenzierbare Funktionale F :
C CV — R uibertragen werden. Dabei ist

Vf:CCR*"-R"=V', u— Vf(u)

zu ersetzen durch
DgF:CCV =V wu— DgF(u).

Weiterhin wird V f(u) - v ersetzt durch (DgF(u),v) = 6F (u, v). Ein entsprechender Mittel-
wertsatz, wie in Satz 29 benutzt, gilt ebenfalls ([3], S.25, Theorem 1.3-3c).
Wir formulieren das Ergebnis:

Satz 32 Sei V ein reeller Banachraum, C C V eine offene, konvexe Mengeund ' : C C V — R
eine in C Gateaux-differenzierbare Abbildung, so dass Dg F stetig ist. Dann gilt

Fist konvex < F(u) — F(v) > (DgF(v), (u —v)). Yu,v € C & D¢F ist monoton auf C.
(2.94)

Subdifferentiale

Die Ungleichung (2.94) kann durch Vertauschen von u und v auch so geschrieben werden:
F(v) > F(u) + (DgF(u),v — u).

Existiert die Gateauxableitung nicht, dann wird an ihrer Stelle ein Subgradient und schliefs-
lich ein Subdifferential durch folgende Definition eingefiihrt:

Definition 15 Sei V ein reeller Banachraum und F : V — [—o0, 00| ein Funktional auf V. Ein
Element u* € V' heifit Subgradient von F an der Stelle uw € V genau dann, wenn F(u) # +oo und

Fw)>F(u)+ u*v—u) YoeVW (2.95)

Die Menge aller Subgradienten von F' an der Stelle u heif$t Subdifferential und wird mit OF (u)
bezeichnet. Falls an der Stelle u kein Subgradient existiert, dann wird OF (u) = () gesetzt.

Beispiele

1) Wir betrachten F = f : R - R, a > 0,b > 0.

—bu, furwu <0,
flu) = { au firu >0

Durch Fallunterscheidungen bekommt man heraus, dass

{=b}, furu<0,
Of(u) :==1¢ {a} furu >0
[-b,a] firu=0
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au

Abbildung 2.3: Subgradienten fiir das 1.Beispiel

Der Prifix “Sub” bedeutet, 0f(u) ist die Menge aller Anstiege von Geraden, die durch
(u, f(u)) gehen und vollstandig unter dem Graphen von f liegen.

2) Wir betrachten die klassische konvexe Funktion f : R — R, f(u) = u?. Die Ungleichung
(2.95) lautet
v2 > u? 4 u (v —u),

woraus
(v—u)(v+u)>u"(v—u)

folgt. Ist v > u, dann wird (v+wu) > u*. Istv < u, dannist (v+wu) < w*. Damit muss u* = 2u
sein. Wir erhalten das erwartete Ergebnis:

0f(u) = {2u}.

Abbildung 2.4: Subgradient an u?

3) Wir betrachten einen Hilbertraum V und das Funktional F : V — R, F(u) = ||u/|?. Die
Ungleichung (2.95) lautet

(v,v) > (u,u) + (v, v—u) YveV.
Fiir u* = 2u erhalten wir
(’U,U) + (uau) 72(’“5”) = (U*U,uf’l)) Z 07

d.h. 2u ist Subgradient. Wir vermuten, dass 0F (u) = {2u} ist. Der folgende Satz bestatigt
dies.
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Satz 33 (RuZicka, 5.91)
Sei V ein reeller Banachraum und F' : V — R ein Funktional. Dann gilt

(i) Falls F konvex ist und eine Gateauxableitung Dq F' im Punkt v besitzt, dann ist
OF(u) = {DgF(u)}.

(ii) Falls OF : V' — V' hemistetig und eindeutig ist, dann ist F' Gateaux-differenzierbar und
IF (u) ={DgF(u)}

Qilt fiiralleu € V.

Beweis:
(i) Sei h € V beliebig. Wir betrachten g : R — R
g(t) = F(u+th).
g ist eine konvexe Funktion, da F' konvex ist. Es gilt namlich:
g(L=7)t1 +7t2) = F(u+ ((1 —7)t1 + 1t2)h)

F((1—=7+7)u+ (1 —7)t1h + Tt2h)
F((1—=7)(u+t1h) + 7(u + t2h))

1—7)F(u+t1h) + 7F(u + t2h)
1 =7)g(t1) + 7g(t2)-

IN

(
(

Insbesondere gilt fiir t; = 0,t2 =1

g(r) = (1 —=1)g(0) + 7g(1). (2.96)

F ist Gateaux-differenzierbar, d.h. ¢’(0) existiert. Ahnlich wie im Beweis von Satz 28 erhal-
ten wir

(0 — 1 0T 00) €2 (1= T)g0) £ () —0©) o

T—04 T T—04 T

Damit ist

9(1) — 9(0) = F(u+h) — F(u) > li Z0F 0= F(0)

Jim - — (DG F(u), h). (2.97)
Setzen wir h = v — u, dann folgt aus (2.97)
F(v) > F(u) + (DgF(u),v — u)
und D¢ F(u) ist Subgradient.
Sei nun u* € 0F (u). Dann gilt fiirv = u+7h,h € V,7 > 0
F(u+7h) — F(u) > (u*,Th)
und Flu+h) — F(u)

T

> (u*, h).
Da F' Gateaux-differenzierbar ist, folgt

<DGF(U)7h> > <U*7h>
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Ersetzen wir h durch —h, dann ist

(DaF(u),h) < (u*, h).
Da h € V beliebig war, folgt Dg F(u) = u* und

OF (u) = {DgF(u)}.

(ii) OF : V. — V' sei hemistetig und 0F (u) = {u*}. Aus der Definition des Subdifferentials
(2.95) folgt fiir v =u+ 7h

F(u+7h) — F(u) > (0F (u), Th), (2.98)
F(u) — F(u+7h) > —(0F (u+ Th),Th). (2.99)
Damit wird
(2.98) _
OF (), h) 2 Tim g LR = FQ)
T—04 T
< i sup F(u+7h) — F(u)
T—04 T
(2.99) hemisteti
< lim supOF (et Th) )2 (OF (), b
T—U4

Alle Ungleichheitszeichen konnen durch Gleichheitszeichen ersetzt werden. Daher existiert
D¢ F(u) und befindet sich in 9F (u). Wegen der Eindeutigkeit gilt

{u"} ={DcF(u)} = OF (u).

Subdifferential und Minimierer

Wir erinnern, dass fiir Funktionen mehrerer Variablen f : R™ — R die Existenz eines Mini-
mums folgendermafien beschrieben werden kann:

n=1

I(x0) =0, f"(x0) >0 = x¢ ist Minimierer von f(x),z € I.

n>1

V f(zo) = 0, V2 f(z0) positiv semidefinit => z, ist Minimierer von f(z),z € Q.

Gilt die zweite Bedingung fiir alle z € 2 und ist {2 konvex , dann liegt eine konvexe Funk-
tion vor.

Fiir Funktionale F' : V — R kann man die Existenz eines Minimierers mit Hilfe des Subdif-
ferentials charakterisieren:

Satz 34 (RuZicka, 5.90)
Sei V ein reeller Banachraum, F' : V. — (—o0,00] und F # oco. Dann ist u € V eine Losung des
Minimierungsproblems
F(u) = Ivrél‘r/lF(v)
genau dann, wenn
0 € OF (u).
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Beweis:
a) Sei 0 € OF (u). Aus der Definition des Subgradienten folgt
Fv) —F(u) > (u",v—u) YveV, Yu* € dF(u).
Fiir v* = 0 erhalten wir
Fw)>F(u) Yvev,

d.h. u ist ein Minimierer.

b) Es gelte F(u) < F(v) furallev € V. Da F # oo ist
F(v) = Fu) > 0= (0,0 — ),
d.h. 0 € OF (u). |

Wir wollen nun untersuchen, wann ein Funktional auf einer abgeschlossenen konvexen
Teilmenge C eines reflexiven Banachraumes V' sein Minimum annimmt, d.h. wann 0 €
OF (u) ist. Dazu benotigen wir den Begriff Unterhalbstetigkeit eines Funktionals.

Definition 16 Das Funktional F : C C V — R ist unterhalbstetig in ug € C, falls

F(ug) < lim inf F(u,)

n—oo

fiir alle Folgen (up ), upn € C, mit lim u,, = uo.

n—oo
Auflerdem definieren wir die Koerzivitét eines Funktionals folgendermafSen:

Definition 17 Das Funktional F : C C V — Riist koerziv, falls ~ lim  F(u) = oo. Ist die

el ||ufl—o0

Menge C beschrinkt, dann entfillt diese Aussage.
Nun formulieren wir einen Satz iiber die Existenz eines Minimums eins Funktionals:

Satz 35 Sei C eine abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven Banachraumes V. Das Funk-
tional F : C' C V — R sei konvex, unterhalbstetig und koerziv auf C. Dann besitzt F in C ein
Minimum.

Beweis:

Wir nehmen an, dass F' # oo ist. Sei u,, € C eine Minimalfolge von F, d.h.

F(uy) — inf F(v) fiir n — oc.
vel
Die Minimalfolge muss aufgrund der Koerzivitdt beschrankt sein. Daher existiert eine schwach
konvergente Teilfolge (un, )k
— g fur k — oco.

Unp,,

Es gilt folgender Satz [6] 5.177, [2] 5.239 :

Eine konvexe Menge C eines Banachraumes V ist genau dann beziiglich der starken Topologie abge-
schlossen, wenn sie beziiglich der schwachen Topologie abgeschlossen ist.

Damit ist ug aus C. Weiterhin folgt aus diesem Satz, dass eine Folge

(vj =D chun)js 20, Y =1 N;€N,
k=1 k=1
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existiert, die stark gegen u( konvergiert,
v; — ug firj — oo. (2.100)
Sei € > 0 fest, aber beliebig. Dann gilt fiir k > kg

F(up,) < inf F
(un,) < mEF(v) +¢

und aus der Konvexitit von F folgt

Z
2

J

F(v;) < cch(unk) < ci(%gF(v) +¢e) =infF(v) +e.
1 v

=
Il
—
=
Il

Die Beziehung (2.100) und die Unterhalbstetigkeit von F' liefern:

F(ug) < lim inf F(v;) < ingF(U) +e.
Jj—00 ve

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt F'(uy) = ing F(v), d.h. das Minimum wird in C' angenommen.
veE
|

Subdifferential der Indikatorfunktion

Wir wollen jetzt das Subdifferential der Indikatorfunktion einer konvexen Menge betrach-
ten und zeigen, dass es maximal monoton ist.

Definition 18 (Indikatorfunktion von C)
Sei V' ein reeller Banachraum und C' C 'V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge. Die
Indikatorfunktion x von C, x : V — R, ist

0 ir u € C,
x(w) ::{ 00 j‘fg:ueV\C.

Abbildung 2.5: Indikatorfunktion von C

Weiterhin benétigen wir den Begriff eines Tragerfunktionals einer konvexen Menge C.

Definition 19 (Trigerfunktional von C im Punkt uw € V')
Sei V ein reeller Banachraum und C C V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge. Das
Funktional u* € V' heif$t Trigerfunktional von C' im Punkt u € V, falls

(W Su—vy>0 YvedC. (2.101)
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Bemerkung:
(i) u* = 0 ist stets Tragerfunktional.
(ii) Fur u* # 0 beschreibt
Hu,u*)={veV:(u"u)=(u" v}

eine Hyperebene. Diese Ebene wird auch Stiitzebene an C' im Punkt u € 0C genannt. Die
Ungleichung (2.101) besagt, dass C' auf einer Seite der Stiitzebene liegt. Stiitzebenen sind
im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Abbildung 2.6: Stiitzebenen an C

Zwischen der Indikatorfunktion und dem Tragerfunktional gibt es eine Verbindung.

Satz 36 Fiir eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge eines reellen Banachraumes gilt

Ox(u) = Menge aller Triigerfunktionale fiir u € C,
M= 0 fiiru eV \C.

Beweis:
a) Sei u* € dx(u). Dann gilt

x() > x(u) + (W v —u) YoeW (2.102)

Wir betrachten zundchst ein v € C, d.h. esist x(u) = 0.Ist v € C, dann folgt (2.101) und
u* ist ein Tragerfunktional von C im Punkt v € C.Istw € V \ C, dann ist x(u) = oo
und 0 > oo + (u*,v — u) fur v € C, was nicht sein kann. In diesem Fall existiert kein
Tragerfunktional.

b) Sei u* ein Tragerfunktional von C im Punkt v € V, d.h. (u*,u — v) Vv € C. Nun ist

(u) 1= 0 furuedC,
A furue V\C.

(i) Seiu € C. Furv € C gilt (x(v) = 0) > (x(u) = 0) + (u*,v — u).
Furv e V' \ Cgilt (x(v) = 00) > (x(u) = 0) + (u*,v — u).

v
(ii) Istw € V' \ C, dann ist x(u) = oo und dx(u) = 0. [

Folgerung;:
Wir erhalten (siehe auch Satz 33):

ueC=0edx(u),

u € intC = {0} = Ix(u).
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Wir beweisen jetzt, dass 0x maximal monoton ist.

Satz 37 Sei C eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge eines reellen Banachraumes V.
Dann ist 0x : C — 2V maximal monoton.

Beweis:
a) Wir zeigen, dass 9y monoton ist, d.h. fiir alle (u, u*), (v,v*) € G(9x) gilt

(" —v* u—v) > 0. (2.103)
Hierbei ist G(0x) = {(u,u*) € C x V' 1w € C,u* € dx(u)}. Da

Ox(u) = Menge aller Tragerfunktionale fiir u € C,
AW=00 firue V\C.

gilt fir allew € C:
(2.104)

(2.105)
Es folgt die Ungleichung (2.103), weil
(2.104),(2.105)
(W = v u—v) =W u—v)+ 0 —u) >
b) Wir tiberlegen, dass 0y : C' — 2% maximal monoton ist, d.h. fiir ein gegebenes Element
(u,u*) € C x V', sowie
(W —v" 5 u—v) >0 V(v,v") e G(dx),

folgt (u,u*) € G(dx). Nach der obigen Folgerung ist 0 € Ox(v) Vv € C, was bedeutet, dass
u* € Ox(u) ist. |
Es tritt die Frage auf, ob dy : V — 2" ebenfalls maximal monoton ist. Diese Frage wird

durch einen Satz von Rockafellar beantwortet:

Satz 38 Sei V ein reeller, reflexiver Banachraum, F : V — (—o0, oo konvex, unterhalbstetig und
F % co. Dann ist OF : V — 2V maximal monoton.

Es wird als Ubung empfohlen zu iiberpriifen, dass F' = x den Voraussetzungen von Satz
38 geniigt.

2.6 Variationsungleichungen

Es sei C C V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven reellen Ba-
nachraumes V. Gegeben sei ein Operator A : C' — V' und ein b € V. Wir sucheneinu € C,
so dass

(b— Au,u—v) >0, YveC. (2.106)

Beispiel: Hindernisproblem
Gesucht ist ein u, so dass
_Au = finQ (2.107)
u = 0auf o (2.108)
u > ginQ. (2.109)
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Hindernis

Abbildung 2.7: Hindernisproblem

Hierbei sind f, g gegeben, 2 C R?, v ist die Durchbiegung einer elastischen Membran unter
dem Einfluss der Kraft f, die durch das Hindernis g beeinflusst wird, siehe Abbildung 2.7.

Wir kommen zu einer schwachen Formulierung des Problems, wenn wir zunéchst anneh-
men, dass « und v hinreichend glatt sind und auf dem Rand 052 verschwinden. Multiplizi-
ren wir die Differentiagleichung (2.107) mit (u—v), integrieren tiber Q2 und wenden partielle
Integration an, dann erhalten wir:

; flx)(u(z) —v(x))de — ; Vu(z) - V(u(z) —v(z)) de = 0.

Sei C = {u € H'(Q),u > g} und

<Au,v>://QVu(x)~Vv(x)dx

(b, v) = / /Q F@)o(z) da.

Die zum Hindernisproblem (2.107), (2.108), (2.109) gehtrende Variationsungleichung lautet:
Fiirb € V' und g € H'(Q), g < 0 auf 99, finde ein u € C, so dass

(b— Au,u—v) >0 YveCl. (2.110)

Der Raum V = H'(Q) ist ein reeller Hilbertraum und damit ein reeller, reflexiver Banach-
raum. Wir miissen iiberlegen, ob C nichtleer, abgeschlossen und konvex ist.

Lemma 16 Essei g € H'(Q2),g9 < 0 auf OQ. Dann ist C = {u € H'(Q),u > g} nicht leer,
abgeschlossen und konvex.

Beweis:
a) C ist nicht leer. Betrachte g™ = max{g, 0}. Die Funktion g ist aus H(Q2) und g* > g.
b) C ist konvex. Seien u,v € C. Dannist A\u + (1 — Mo > Ag+ (1 = N)g =g.

¢) C ist abgeschlossen. Es wird empfohlen, dies als Ubungsaufgabe zu zeigen. u
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Wir sehen uns die abstrakte Variationsungleichung (2.110) an. Wir stellen fest

Lemma 17 Seibe V'istund A: C — V'.
Das Problem
(i): Man suche ein u € C, so dass

(b—Au,u—v) >0 YveC

ist dquivalent zum Problem
(ii): Man suche ein v € C, so dass
b € Ox(u) + Au,

wobei x(-) die Indikatorfunktion von C'ist.

Beweis:

Wir starten mit dem Problem (i). Firu € C, b — Au = v* und v € C gilt (u*,u —v) >0, d.h.
u* =b— Au € Ox(u) und daherist b € dx(u) + Au.

Wir sehen uns das Problem (ii) an. Fiir u € C'ist
oOx(u)={u* eV : (u*;,u—v) >0 VYveC}.

Jedes b € Ox(u) + Au hat die Gestalt b = u* + Au mit u* € Ox(u). Damitist b — Au = v* und
(b — Au,u—v) > 0. |

Bemerkung: Ist C = V, dann ist die abstrakte Variationsungleichung (2.110) iquivalent zur
Operatorgleichung Au = b.

Beweis:

Es gilt
(b—Au,w) >0, Yw=u—veV.

Fiir —w erhalten wir ebenfalls (b — Au, —w) > 0, also

(b— Au,w) <0,YVw € V.
Aus den beiden Ungleichungen folgt

(b — Au,w) =0,YVw €V,

d.h.
b= Au.

Um die Losbarkeit der abstrakten Variationsungleichung (2.110) zu untersuchen, gehen wir
von der Formulierung (ii) aus. Wir benutzen einen Satz von Browder, bei dem folgende
Definition auftritt:

Definition 20 (Koerzivitiit)

SeiB:CCV — 2‘//, A:C — V', be V' und C eine unbeschrinkte, nichtleere, abgeschlosse-
ne, konvexe Teilmenge eines reflexiven Banachraumes V. Der Operator A ist koerziv beziiglich des
Operators B und des Elements b, falls ein uy € C' N D(B) und eine Zahl r > 0 existieren, so dass
fiir alle w € C mit ||lul| > r gilt

(Au, u — ug) > (b,u — up). (2.111)
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Wir diskutieren, wie diese Definition mit der uns bekannten Definition der Koerzivitit eines
Operators zusammenhéangt.
Wir hatten definiert: Der Operator A : V' — V' ist koerziv, falls

(Au, u)

lull—oo lul|

Wir betrachten jetzt folgende Abschidtzungen:

(Au — byu — ug) (Au,u —uo)  [[b][[|lu — uo|
[ - [ [l
(Au,u —ug) — [|bl|([[ull + [[uoll)
h [l [l '

Es ist W < 2 fiir ||u|| > r mit gentigend grofSem r. Damit erhalten wir

(Au — b, u — ug) S (Au,u —uo) oh — (Au,u)  (Au,ugp)

[l =l il [l

— 2. (2.112)

Ist nun {4%uo)
[l

von A die Koerzivitdt gemafi Definition20.

beschréankt, bzw. uo = 0 wihlbar, dann folgt aus der klassischen Koerzivitit

Weiterhin gilt das folgende Lemma:

Lemma 18 Fualls A koerziv beziiglich B ist, d.h. es existiert ein ug € C' N D(B) so dass

(Au,u — ug)

1m = OQ.
lull—oo  [Ju]

Qilt, dann ist A koerziv beziiglich B und alleb € V.

Beweis:
Aus (2.112) folgt sofort fur |jul| > r

(Au — b,u — ug) > 0.
[

Die Koerzivitdt gemafs Definition 20 liefert eine Losbarkeitsbedingung fiir gewisse Lasten b.

Wir kommen nun zu einem Satz von Browder, der die Losbarkeit von Variationsunglei-
chungen beschreibt:

Satz 39 (Ruzicka, 5.106 u.ff.)

Sei C C V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven, reellen Banachraumes
V;b e V' sei gegeben, A : C — V' sei pseudomonoton, beschriinkt und demisstetig, B : C' — 2V
sei maximal monoton. Ist C unbeschrinkt, dann sei der Operator A koerziv beziiglich B und b.
Dann existiert eine Losung u € C N D(B) von b € Au+ Bu, d.h. b = Au — w mit w € Bu.

Wir verzichten hier auf den Beweis und diskutieren nur die Anwendung dieses Satzes auf
Variationsungleichungen. Wir hatten in Lemma 17 festgestellt, dass das Problem: Man su-
che ein u € C' mit

(b—Au,u—v) >0 Yvel (2.113)
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dquivalent zu dem Problem: Man suche ein u € C' mit
b € Ox(u) + Au, (2.114)

ist. Daher liefert der Satz von Browder folgendes Resultat

Satz 40 Satz 1 zur Losung von Variationsungleichungen (b — Au,u — v) > 0

Sei C C V eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven, reellen Banachraumes
V. Der Operator A : C — V' sei pseudomonoton, beschrinkt und demisstetig, Falls C unbeschrinkt
ist, existiere ein ug € C, so dass

. (Au,u — ug)
hrn —_— — Q.
lull—oo ]

(i) Fiir alle b € V' gibt es ein u € C, so dass (2.114) gilt.
(ii) Falls A monoton ist, ist die Losungsmenge von (2.114) abgeschlossen und konvex.
(iii) Falls A strikt monoton ist, dann ist (2.114) eindeutig losbar.

Beweis

(i) Wir wihlen B = dx : C — 2", wobei y die Indikatorfunktion der Menge C' ist. Wir
haben bereits in Satz 38 gezeigt, dass B maximal monoton ist und daher der Voraussetzung
im Satz von Browder gentigt. Zusammen mit Lemma 18 folgt die Existenz einer Losung.

ii) Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung. Fiir einen monotonen Operator A : C — V' gilt
g g P g
(Au — Av,u —v) Vu,v e C. (2.115)

Es folgt
(Av,v — u) = (Au,v — u) + (Av — Au,v — u) > (Au,v — u). (2.116)

Ist zusétzlich u € C Losung der Variationsungleichung
(b—Au,u—v) >0 YveC, (2.117)
dann konnen wir (2.116) weiter abschéitzen
(Av,v —u) > (Au,v — u) > (b,v — u),
d.h.
(b—Av,u—v)y >0 YveC. (2.118)
Damit haben wir gezeigt:

(a) Ist v € C Losung von (2.117), dann ist u € C auch Losung von (2.118). Es gilt auch
umgekehrt:

(b) Ist v € C' Losung von (2.118), dann ist u € C' auch Lésung von (2.117).

Wir zeigen (b). Dazu setzen wir v = (1 — t)u + tw, wobei w € C'istund 0 < t < 1. Wegen
der Konvexitit von Cist v € C. Setzen wir nun v in (2.118) ein, so erhalten wir

(b—A((1 —t)u+tw),u — (1 — t)u — tw) > 0. (2.119)

Aus (2.119) folgt
tb—A((1 —t)u + tw),u —w) >0

bzw.
(b—A((1 —tu+tw),u —w) >0,
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woraus sich fiir ¢ — 0%
(b—Au,u—w) >0 YweC
ergibt.
Nach dieser Vorbetrachtung zeigen wir die Abgeschlossenheit und Konvexitit der Losungs-

menge S von (2.119). Wir beginnen mit der Konvexitat.
Seien v und @ aus S. Dann gilt fiir w = (1 — t)u + ¢4

(b—Av,w—v)y=(b—Av,(1 —thu+ta—v) = (1 —1t)(b — Av,u —v) + t{b— Av,u —v) >0,

d.h. w € S. Beachte hierbei, dass v = (1 — t)v + tv ist.

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit. Wir betrachten eine konvergente Folge von Elemen-
tenu, € S, d.h. u, — v fiir n — oco. Wir miissen zeigen dass u € S ist. Wir vermuten, dass
der Grenzwert von ({(b — Av,u,, — v) > 0),, die Zahl (b — Av,u — v) > 0 ist. In der Tat, fiir
v e Cgilt

[{b— Av,u, —v) — (b— Av,u — v)| = [(b — Av,u, —u)| < ||b — Avl|||u — un|| — 0
Daher befindet sich u in S.
(iii) Wir sehen uns die letzte Behauptung an. Dazu betrachten wir zwei Losungen « und

aus S. Furv € C gilt
(b — Au,u—v) >0,

(b— Aii, i — v) > 0.

Wir setzen v = @ in der ersten Ungleichung und v = u in der 2. Ungleichung und erhalten
(b — Au,u—a) >0,
(b— Adi, @ —u) > 0.

Addition der beiden letzten Ungleichungen ergibt

(—Au + A, u— 1) >0,

bzw.

(Au — At,u—a) <0.
Da A strikt monoton ist, folgt v = . |
Beispiel

Wir betrachten wieder das Hindernisproblem. In diesem Fall war
(b,vy = / fvdz, (Au,v) = / Vu - Vuder,
Q Q

C={ueH(Q),u>g}
Das Variationsproblem lautet: Man finde ein v € C, so dass
(b— Au,u—v) >0 YoveC. (2.120)

Mit Hilfe von Satz 40 kann folgendes Ergebnis bewiesen werden:

Satz 41 Sei Q@ C R" ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Fiir alle f € L2(Q),g9 €
HY (), g < 0auf 99, existiert genau eine Losung der Variationsungleichung (2.120).
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Beweis
a) C ist eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Teilmenge von V = H'(Q).
b) A: C — V' ist linear, stetig, strikt monoton und koerziv.

c) Aus der klassischen Koerzivitit, folgt die im Satz 40 geforderte Koerzivitit (vergl. Abschit-
zung (2.112))

Aus Satz 40 folgt nun die Behauptung. |

Wir diskutieren, wie das Hindernis-Ausgangsproblem (2.107),(2.108),(2.109) und die Varia-
tionsungleichung (2.120) zusammenhéangen.

Es sei u € C eine glatte Losung der Variationsungleichung
f(ufv)dzf/ Vu-V(u—v)de >0 Yvedl. (2.121)
Q Q

Wir betrachten eine Funktion ¢ € C§°(2), ¢(z) > 0 und ein 7 € (0, 1]. Die Funktion v =
u+ Tpistaus C,davlgg =0und v = u+ 7 > u > g ist. Damit liefert (2.121)

f(=r@)dz — [ Vu-V(=1¢)dx >0,
Q Q
woraus

—/f(pdac—/AugodeO,
Q Q

_/(f-l-Au)(pda:ZO Vo € C5° () o(z) >0
Q

bzw.

folgt. Damit wird
—(f+Au) >0in Q

und daher
—Au > fin Q.
Wir sehen uns die offene Menge
Qp ={z€Q:uz) > g}

an. Wir betrachten eine Funktion ¢ € C§°(€24) und ein 7 € R mit gentigend kleinem Betrag,
so dass v = u + Ty aus C ist. Wir kénnen in den obigen Rechnungen 7 durch +7 ersetzen
und erhalten

—Au = fin Q.

Wir fassen zusammen: Es gilt
—Au> finQ\Q; (Kontakt),
—Au = fin Q; (kein Kontakt).

Dieser Sachverhalt kann ausgenutzt werden, um die Kontaktfliche zu ermitteln.

In den Anwendungen, z.B.in der Modellierung elasto-plastischer Materialien, treten allge-
meinere Variationsungleichungen auf, bei denen ein zusétzliches Funktional F gegeben ist.

Sei C' C V eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Teilmenge eines reellen, reflexiven Ba-
nachraumes V, A: C - V', be V' F:C — (—o0, +o0].
Das Variationsproblem lautet: Man suche ein u € C, so dass

(b—Au,v —u) + F(u) < F(v) Yv € C. (2.122)
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Wir setzen F' auf V fort, indem wir definieren

| F(u) furueC,
F(u)'{oo furue V\C.

Wir stellen fest, dass das Problem (2.122) dquivalent zu folgendem Problem ist: Suche ein
u € C, so dass
be Au+ OF(u). (2.123)

In der Tat, es ist 0F (u) = {u* : F(v) > F(u) + (u*,v — u)Vv € V} und fir v* = b — Au folgt
die Behauptung.

Um die Losbarkeit von (2.123) zu sichern, konnen wir wieder den Satz 39 anwenden. Dort
ist B durch 9F : C — 2" zu ersetzen und zu priifen unter welchen Voraussetzungen an
F' das Subdifferential existiert und maximal monoton ist. Die Antwort wird durch Satz 38
von Rockafellar gegeben:

Satz 42 Satz 2 zur Losung von Variationsungleichungen (b — Au,v — u) + F(u) < F(v)

Sei C' C V eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Teilmenge eines reellen, reflexiven Banachrau-
mes V. Der Operator A : C — V' sei pseudomonoton, beschrinkt und demistetig, F : C —
(—00,400], F # oo sei konvex und unterhalbstetig. Falls C unbeschriinkt ist, existiere ein ug € C

so dass
lim (Au, u — uo) = 0.
lull—oo,uec ||ull

Dann besitzt die Variationsungleichung
(b—Au,v—u)+ F(u) < F(v) Yvel

eine Losung u € C.



Kapitel 3

Zeitabhingige Probleme

In diesem Kapitel werden wir die Existenz von Losungen nichtlinearer Evolutionsgleichun-
gen mit Hilfe der Theorie monotoner Operatoren diskutieren. Evolutionsgleichungen ha-
ben z.B. die Form:

Ut — A(U) fa
Ut — A(’LL) = f
A isti.a. ein nichtlinearer Operator.

Bei den bisher betrachteten Problemen haben wir mit Hilfe schwacher Formulierungen den
Operator A : V — V' eingefiihrt. Dabei war der Operator A ein Differentialoperator, der auf
Ortsvariable angewandt wurde. Betrachten wir Evolutionsgleichungen, dann unterschei-
den wir zwischen Orts- und Zeitableitungen und miissen kldren, was wir unter schwachen,
bzw. verallgemeinerten Zeitableitungen verstehen.

3.1 Zeitableitungen

Zundchst sehen wir uns an, wie eine Funktion u, die einen Raum-Zeit-Zylinder I x 2 in die
Menge der reellen Zahlen abbildet, interpretiert werden kann. Sei v : I x Q@ — R,
u=u(t,z),t €I =100,T],z € Q CR".

(i) t € I wird festgehalten.
u=u(t,-) = u(t) € V ist definiert durch

x — u(t,x) =: a(t)(z),
a(t): Q—R
(ii) Wir variieren t € I:
w:t—u(t) eV,
u:l—V
Damit ist @ eine Abbildung in der Zeit mit Werten in einem Funktionenraum V.

Der Einfachheit halber wird @ durch u ersetzt und
u:l—-V (3.1)

ist in diesem Sinn zu verstehen. Wie V' aussieht, wird durch die Eigenschaften von
u: I x Q — Rbestimmt, z.B. kann V=L, (I, V) sein.

87
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Definition 21 Essei p € [1,00) und V ein reeller Banachraum. Dann ist

P

T
Lp(L,V) ={u: 1 =V, </0 lu@)Iy dt) = llullz, vy < oo}
die Menge der Aquivalenzklassen von Abbildungen u : I — V beziiglich dieser Norm.
Loo(I,V)={u:I =V, esssup,llu(t)|lv < oo}

Welche Rdume V' auftreten, soll am Beispiel eines Rand-Anfangswert-Problems fiir die li-
neare Warmeleitungsgleichung erldutert werden.

wu—Au=f in IxQ (3.2)
u=0 auf I x9N dhu(t,z) =0Vt € I,Vx € 99 (3.3)
u(0)=up in Q d.h. (u(0,z) = ug(z) Vo € Q. (3.4)

Es sei u eine glatte Losung von (3.2), (3.3), (3.4), ¢ € Lo (I , Hg 1((2)) beliebig. Durch Mul-

tiplikation der Warmeleitungsgleichung mit ¢, Integration iiber I x 2 und anschliefiender
partieller Integration erhalten wir

/ / wpp dadt + / Vu - Vo drdt = / Fodzdt Vo€ Ly (I,Hl(Q)) (3.5)
I1JQ I1JQ I1JQ

Suchen wir eine Losung u € Lo (I , H1 (Q)) , dann sehen wir folgende Unterschiede in den

drei Integralen von (3.5):
Im ersten Integral muss u; € Lo (I, H~'(€)) sein (duale Paarung!).

Das zweite Integral ist wohl definiert.

Das dritte Integral ist fiir f € Ly (I, L2(Q2)) im klassischen Sinn definiert; fiir f € Lo (I, H~'())
tritt eine duale Paarung auf.

Wir sehen, dass unterschiedliche Raume fiir © und wu; betrachtet werden miissen; es treten
V = HYQ),V' = H 1(Q) sowie H = Ly(Q2) auf. Man spricht in diesem Fall von einem
Evolutionstripel (V, H, V") [10], Ila, S.416, oder von einem Gelfand Tripel [6], S.103.
Definition 22 Sei V ein reeller Banachraum, H ein reeller Hilbertraum, so dass

stetig _
v c H, Vllz=g

Dann heifst (V, H, V") Gelfand Tripel.

Bemerkung; Es gilt

stetig stetig
C H=H c V.
o

Ein klassisches Beispiel fiir ein Gelfand-Tripel wére (H HQ), La(Q), H ! (Q)) , Wie es oben
bei der Warmeleitungsgleichung auftritt.

Folgerung: Sei (V, H, V') ein Gelfand Tripel. Fiir alle v, w € V gilt
<an>v = (’an)H = <’LU,’U>V-

Fiuralleh € H,v € V gilt
<h,’U>V = (h,U)H.

Wir sind jetzt in der Lage, die verallgemeinerte Zeitableitung zu definieren.
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Definition 23 Seiu € L,(I,V),1 < p < co. (V, H, V") sei ein Gelfand Tripel. 4 € L, (I, V"),
S + ¢ = List die verallgemeinerte Zeitableitung von u, falls

/ %(f%@vw(t) dt = */ (u(t), V) (t) dt Vv € VYo € C(I,R).  (3.6)
0 0

Bemerkung: Die verallgemeinerte Zeitableitung ist eindeutig bestimmt. In der Tat: seien
wy,wy € Lg(I, V') zwei verallgemeinerte Zeitableitungen von u. Dann ist

T
/ (wy(t) —wa(t),v)e(t) dt =0 Yv e V,Vp e C3°(I,R).
0
Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt
(wi(t) —wa(t),v) =0in Ly(I) Yo € V.
Damit ist wy = wq in Ly(1, V).

Bemerkung: Die verallgemeinerte Zeitableitung 4% ist i.A. nicht mit der schwachen Zeitab-
leitung J,u identisch, die folgendermaflen definiert ist:

T T
/ / Oyutp dxdt = —/ / udpp dxdt Vi € Cg° (1, xQ).
0o Ja 0o Ja

Ist C§°(€2) dicht in V, dann stimmen beide Zeitableitungen tiberein. Man betrachte ¢ (¢, z) =
v(@)e(t).

Der Raum W, ,

Wir fiihren jetzt einen Funktionenraum ein, in dem die verallgemeinerte Zeitableitung auf-
tritt.

Definition 24 Es sei 1 < p < oo und q der konjugierte Exponent, d.h. & + - = 1. Wir

bezeichnen als

1
q

d
Wy i={u € L(L,V), 20 € Ly(1,V")}
versehen mit der Graphen-Norm
lullw, , = llullz,.avy + lullz, v

Wp,q ist ein Banachraum. Er ist reflexiv, falls V reflexiv ist. Weiterhin gilt folgendes wichtige
Lemma:

Lemma 19 Sei (V, H, V") ein Gelfand-Tripel. Dann gilt

stetig
Wyq C C(I,H)

und J
t du 1 1
[ G umvdr = Sl - )

Der Beweis ist in [10], IIA, Satz 23.23, zu finden. Er ist technisch und wird analog zu folgen-
der Rechnung fiir reelle Funktionen einer reellen Variablen u : I — R gefiihrt:

/ o (T)u(r)dr = / %(UQ(T))/ dr = %uQ(t) — %UQ(S).
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3.2 Anwendung der Theorie maximal monotoner Operato-
ren

Unser Ziel ist, den Satz 39 von Browder zur Existenz von Losungen v € C' N D(B) von
b € Au + Bu anzuwenden. Die Abbildung B war maximal monoton, der Operator A
war pseudomonoton, beschrankt, demistetig und geniigte einer gewissen Koerzivitdtsbe-
dingung.

Wir fiihren jetzt die Abbildung B als verallgemeinerte Zeitableitung fiir Elemente u € W), ,
ein.

Satz 43 Sei (V, H, V") ein Gelfand Tripel, W, , sei durch Definition 24 gegeben. Die Abbildung
B ist definiert durch
B:D(B) C L,(I,V) — Ly(I,V')
_
S odt
D(B) ={ueW,,q:u(0)=0}

Bu :

Dann ist B ein linearer maximal monotoner Operator auf D(B).

Beweis

e B ist per definitionem wohl definiert und linear.

e B ist monoton, da fiir u,v € W), ; gilt

U),u—v)vdt

(B(u) —B(v),u—v)Lp(LV) :/0 (L

S = o)D)~ =)0

= Sl =)D >0

e B ist maximal monoton. Wir haben zu zeigen: Falls
(W —v*u—v) >0 VY(v,0v")e G(B), 3.7)

dannist (u,u*) € G(B) C L,(I,V) x Ly(I,V’). Die Gleichung (3.7) lautet

T
(u* — @,u —v) :/ (u™ — @,u —v)yydt >0 VY(v,v") € G(B) (3.8)
dr ) dt

Wir iiberlegen, dass fiir u € L,(I,V) folgt, dass u* = % ist. Dazu wahlen wir v =
e(t)z, p(t) € C°(I,R), z € V.Esistv(0) = 0und £ = ¢/(t)z € Ly(I,V’). Damit ist

(v,v*) € G(B).
AuBlerdem gilt, da ¢(t) € C§°(I,R) ist,

dv T dv 1 1
- _ - _ - T 2 - 2 )
(Z0) /0 (Zprvhv dt =5 o(D)llE — 5 llv(0)[z =0

Wir setzen v in (3.8) ein und erhalten:

OS/0 ((u*,u)y — (u*, pz)y — (p'z,u)y) dt.
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Esist (z,u)y = (u, z)y und somit
T T
0< / (U™, u)y dt—/ (Pu+ pu*, z)ydt Vze VYo e CF(I,R). (3.9
0 0

Die Ungleichung (3.9) gilt fiir alle z € V/, also auch fiir —z und fiir )z, wobei || grof3
ist. Daher muss

T
/ o(u*, 2)v + ¢ (u, z)y dt =0
0

sein. Dies ist aber die Definitionsgleichung fiir die verallgemeinerte Zeitableitung,
dhou* =92 e Ly(I,V')
Wir miissen noch zeigen, dass u(0) = 0 ist und damit v € D(B) ist. Es gilt

0 (0 =vt o) = [ (T u oy dt = (D)~ oDl 500) 0O

dt
(3.10)
Wir wihlen eine Folge (a,) C V mit a,7 — u(T) in H. Wir betrachten die Folge
(Un (t) = ant), und setzen diese Funktionen in (3.10) ein. Wir erhalten

1 2 1 2
0 < Slu(T) = va(T)lz = 5l1u(0) = vn(0)]5-

Beachten wir, dass v,,(0) = 0 und lim v, T = u(T) ist, liefert uns der Grenziibergang

0 < =3 [lu(0)F,
d.h. u(0) = 0.
|
Wir betrachten jetzt folgendes Anfangswertproblem
du .
o + Au(t) =b(t) furteI=][0,T] (3.11)
u(0) = 0. (3.12)
Hierbei sei der Operator A durch A : X = L,(I,V) — X' = L,(I,V’) definiert,
1<p<oo, % + % =1.(V, H,V’) sei ein Gelfand Tripel. Wir setzen
du
Bu = I D(B) ={ue Wp,q:u(0) =0}
Das obige Anfangswertproblem lautet:
Finde ein v € D(B), so dass fiir b € X’ gilt
Bu+ Au =b. (3.13)

Die Losungseigenschaften dieses Anfangswertproblems werden durch folgenden Satz be-
schrieben:
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Satz 44 Sei V ein reeller, reflexiver Banachraum und (V, H, V') ein Gelfand Tripel, X = L,(I,V),
A+ X — X' ein pseudomonotoner, koerziver, demistetiger, beschrinkter Operator. Dann existiert
fiiralleb € X' eine Losung u € D(B) von (3.13) Falls A strikt monoton ist, dann ist diese eindeutig
bestimmt.

Beweis
Wir wenden Satz 39 (Satz von Browder) an.
(i) Wir zeigen, dass C' = D(B) = {u € W, 4 : u(0) = 0} ein nichtleerer, abgeschlossener,
konvexer Teilraum von W, , ist.
e nichtleer: u = v(z)p(t) istaus C, fallsv € V, ¢ € C5°(I,R).
e konvex: Auj + (1 — Nug € C, falls uy, us € C.

e abgeschlossen: Sei (u,) C D(B), so dass u,, — u in W, ,.Wir haben zu zeigen, dass

stetig
u(0) = O ist. Nach Lemma 19ist W,,, < ~C(I,H),d.h.

lm = wlleq,my = max n(t) = u(®) i < cllun = ullw, , — 0 fiir n — oo,

Es folgt
[un(0) = w(0)[| & = [|u(0)]| & = O,
und damit ist u(0) = 0.

(i) Die Voraussetzungen des Satzes von Browder sind erfiillt.

e B:(C C X — X'ist maximal monoton.

e A:C C X — X'ist pseudomonoton, demistetig, koerziv und beschréankt. Die Korzi-

vitidt bedeutet
(Au, u — ug)

lim
lul| »oo,ueC  |ull

und da ug = 0 gewdhlt werden kann, gilt im klassischen Sinn

(Au, u)

lim
lul|—oo,ueC ||ul|

= Q.

(iif) Wir zeigen die Eindeutigkeit. Sei A strikt monoton. Wir betrachten zwei Losungen
u1,uz € D(B), d.h.
BU1 + Au1 = b,

Bus + Aug = b.

Subtraktion dieser Gleichungen liefert
0= B(uj —uz) + Auy — Aus.
Es folgt
0 = (B(u1 — u2),u1 — ug) + (Auy — Aug,us — uz)

1 1
5w (T) = us(T)7r = 5l (0) = ua2(0)7 + (Aur — Auz,ur — uz)
> <AU1 — AUQ,Ul — ’LL2>.

Hier haben wir Lemmal9 benutzt, sowie die Voraussetzung, dass u1(0) = u2(0) = 0 gilt.
Aus der strikten Monotonie von A folgt u; — us = 0. ]
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Beispiel: Wir sehen uns das Rand-Anfangswertproblem

u—Au=>b in IxQ (3.14)
u=0 auf I x9Q (3.15)
uw(0)=0 in Q (3.16)

an. Wir wihlen V = HY(Q),H = Ly(Q),V’ = H~(Q). Diese Rdume bilden ein Gelfand
Tripel. Wir setzen X = Lo(I,V) und damit ist X’ = Ly(Z,V"’). Das schwach formulierte
Problem lautet: Finde ein v € D(B) C X, so dass gilt

<%,v> + (Au,v) = (b,v) Vv e X.

Der Operator A: X — X'

T
(Au,v>:/ /vu-vu de dt < ull xIlv]|x
0 Q

ist stark monoton, d.h.

T T
(Au — Av,u —v) = / / V(u—v)-V(u—wv)dxdt > c/ |lu— ||} dt = c|ju— ’UH%Q(LV).
0o Ja 0
Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 44 erfiillt und wir erhalten folgendes Ergebnis:
Das Rand-Anfangswertproblem (3.14),(3.15),(3.16) besitzt fiir jedes b € Lo(I,V') eine eindeutig

bestimmte schwache Losung u € Ly(I, V) mit %% € Ly(I1,V").

Ein quasilineares parabolisches Problem

Wir wollen nun den linearen Laplace-Operator durch den p-Laplace-Operator ersetzen und
folgendes quasilineare Rand-Anfangswertproblem betrachten:

ug — div(|[VuP2Vu) + g(u) = f in IxQ (3.17)
u=0 auf I x9Q (3.18)
uw(0)=0 in € (3.19)

Analog zum stationdren Fall, siche Abschnitt 2.4, nehmen wir an, dass g : R — R stetig ist,
einer Wachstumsbedingung

l9(s)] < c(1+1s]"™1), 1< 7 < oo,

gentigt und dass gilt

;gﬂgg(s)s > —00. (3.20)

Sei V = I/I;LP(Q) und X = L?(0,T;V). Die Rdume (V, H, V') bilden ein Gelfand Tripel fiir
H = Ly(Q), fallsp > 22+—"n ist. Wir betrachten die Operatoren 4; : X — X', Ay : X — X/,
die durch

T
(Aru,v) = //|Vu|p_2Vu~Vvdxdt
00

(Ayu,v) = /T/g(u)vdxdt
0

Q
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definiert sind. Hierbei ist X’ = L,(0,T; V)" = Ly(0,T; V') mit % + % =1.

Wir wollen diskutieren, ob A; und A, dhnliche Eigenschaften wie im stationdren Fall besit-
zen.

Der Operator A,

Lemma 20 Sei 1 < p < co. Ay bildet X in X' ab.

Beweis:
T

(Aru,v) //|Vu|p72Vu -Vodzdt

O\q o

/|Vu|1’*1|vp|dxdt
Q

Holder
||VUHLP([OT]xQ)HVUHLP([O,T]XQ)
N
< //|Vv|pdxdt <c /Hv||"’/dt
0 Q 0

= Cvllx.

Lemma 21 Sei 1 < p < oc. Der Operator Ay : X — X' ist strikt monoton, stetig, koerziv und
beschrinkt.

Der Beweis lduft analog zum Beweis von Lemma 8.

Bemerkung: Wir benétigen eigentlich nur, dass A; auf dem Teilraum C' = D(B) = {u €
W, 4, u(0) = 0} strikt monoton, stetig und koerziv ist.

Der Operator A

Im stationdren Fall haben wir in Lemma 12 gezeigt, dass A, (unter der Voraussetzung, falls
1 <p<mn,dannistr < —p—) wohl definiert, beschriankt und stark stetig ist. Dabei haben
wir die kompakten Embettungen

Wie(Q) & Lo(Q)

benutzt.

Wir tiberlegen nun, ob im instationdren Fall Ay : D(B) € X — X' wohl definiert ist.
Wir werden sehen, dass es in diesem Fall wesentlich ist, Ay : D(B) C W, , — W, zu
betrachten.
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Lemma 22 Sei Q C R™, n > 2, ein beschriinktes Gebiet mit einem Rand Q) € C°1. Seip > +2

und (Wlﬂp(Q) 2(9), I/V1 P(Q)") das entsprechende Gelfand-Tripel. Weiterhin sei Wy, ; = {u €
L,(I,V)=X": d“ € Ly(I,V') = X'}, versehen mit der Graphennorm. Die Funktion g : R — R

geniige der Vomussetzung (3.20). Falls r > p™t2 ist, dann bildet A den Raum W, , in seinen

Dualraum W, , ab und ist beschrinkt. Fiir r < p":Q ist Ag : Wy — W, stark stetig.

Beweis
Wir gliedern den Beweis in 3 Schritte.
1.Schritt Beweisidee fiir die Wohldefiniertheit und Beschranktheit

Fiir alle u,v € Wy, und s = p(2£2), 1 + L = 1 gilt

’s

(Ao, v)| < c//(1+|u|r_1)|v|dxdt

<c// ol dedt +c (lully", reayloll,
<c (1 + ||U||L(T b (Ix(l)) |

In der 2. Abschitzung haben wir die Holdersche Ungleichung wie folgt angewandt.

//'Ul“‘”lvldzdtgnu -
I1JQ

r—1)s r—1)s r—1
e U dxdt) ([l oo ) 7070 = Hiﬁ,i)s,uxm-

Falls (r — 1)s" < s ist, sehen wir sofort, dass [[ullz,,_, . (1xe) <
zeigen konnen, dass in diesem Fall ||v y < [lv|lw,,, ist, folgt

)

LS/(IXQ)H'UHLS(IXQ)v

Jlu =)

(A, 0) < &((1+ [l ) IWlw,.,-

Daher ist Ay : W, o — W, wohl definiert und beschrankt.
Man beachte, die Bedingung (r — 1)s’ < s bedeutet, dass r < s ist.

2.Schritt Beweis der Beschranktheit durch Fallunterscheidung
Wir zeigen die Abschdtzung fiir s = p(%£2)

[ollL.axe) < [ollw,,,-

(//Ivl d:cdt) (/ V1130 dt) (321)

1
|v||Ls<m( / |U|5°‘|v|5(1“)dx) far e (0.1).
Q

Wir betrachten ein § mit 1 < § < oo und bezeichnen mit ¢’, den zu ¢ konjugierten Exponen-
ten. Dann ist unter Beachtung der Holderschen Ungleichung

Es ist

[[v

Weiterhin gilt

[[v

< HUHLW; Q)H ||Ls(1 s (Q)
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und
ol @ < 182 llel L™ gy (3.22)

Wir setzen (3.22) in (3.21) ein und erhalten:

< [l @Il oy dt (3.23)

=/, Lsas(2) Lg—aysr () O :
1.Fallp > n

o stetig
In diesem Fall ist W1P(Q) C Lgas(Q), sad > 1. Jetzt bestimmen wir « so, dass as = p,
d.h.a= s <1.Es folgt, dass asd = pd > 1 ist. Jetzt bestimmen wir § so, dass
2

s(l—a)d =2, dh.(s—p)i =2 6=

s—p
Diese Forderung ist fiir s = p(%£2) sinnvoll und es ist (1 — a)s = s — p = p(2£2 — 1) = 2p.

Wir schitzen (3.23) weiter ab.

2p 2p
< [ 190l ol eyt < csup o0l 2 o1, .

Nun ist nach Lemma 19
sup [[v(t)[ o) < €lvliw,,-
tel

und damit 241
1ol ey < Ul G = ol .
Es folgt
vllL.rxe) < élvllw,,
2.Fallp <n

o steti
In diesem Fall miissen wir ebenfalls garantieren, dass wWir(Q) c 8 Lsas(2), was fiir sad =

n”—j; erfullt ist. Wir fordern sae = p, s(1 — )¢’ = 2, woraus

n n n n+2—-n.n
== (s=p)==p(——)==2

5= :
n—p p p n p

folgt. Das liefert wie im ersten Fall die Behauptung.

3.Schritt Beweis der starken Stetigkeit von A,

Wir haben zu zeigen, dass As schwach konvergente Folgen in stark konvergente Folgen
abbildet.

Sei (un) C W, 4 eine schwach konvergente Folge. Es folgt, dass ||u,|w,, < c. Aufgrund
eines Lemmas von Aubin(1963) und Lions(1969), [6] 5.121, gilt

com 2

Wh.q Cp L,.(IxQ), fallsr <pi_
n

Daher gibt es eine konvergente Teilfolge

Un

—wuin L.(I x Q).

k
Wir erinnern jetzt an den Nemyckii-Operator:

F:L.(IxQ) —L.(IxQ), F(u) = g(u).
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F ist stetig, falls
g < T+ Jul"™" =1+ [ul>.

Damit erhalten wir folgende Abschédtzung:

[A2tn, — Azullw,,, = sup  [(Asup, — Asu, w)|
wWEWp ¢, [|w||<1

= swp gt — gl de e

wWEWp ¢, [|w||<1

> Sup HF(UW) - F(U)HLT/(IXQ)||'LUHLT(I><Q)
weWp g, ||w|[<1

A

< || F(uny) = F(u)llL, (1x0) = 0,

dh Ay : Wy, . — W, ist stark stetig.

Nun folgt mit Hilfe des Satzes von Browder folgendes Ergebnis:

Satz 45 Sei O C R™ ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, I = [0.T ein endliches Zeitin-
tervall. Weiterhin sei p > HQ—fQ und die stetige Funktion g : R — R erfiille fiir r < @ folgende
Bedingungen:

g(s) S1+s["™", g(s)s > —oo.
Dann gibt es fiir alle f € Lq(I x Q) eine schwache Losung v € D(B) = {u € W), 4,u(0) = 0},
d. h. u geniigt den Gleichungen

/I<dt:l§f),v(t)>dt+/l/ﬂ|Vu(t)|p_2Vu(t)-Vv(t) dx dt
+/I/Qg(u(t))v(t) dmdt:/l/gf(t)v(t) dedt Yo C (I x Q).
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